
Oscillations en temps long des solutions mesures de l’équation
de la mitose dans un cas critique

Hugo MARTIN, Sorbonne Université
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On s’intéresse ici à l’équation de la mitose avec croissance exponentielle
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(xn(t, x)) + B(x)n(t, x) = 4B(2x)n(t, 2x), t > 0, x > 0, (1)

avec la condition initiale n(0, x) = n0(x) pour x > 0. Les équations de dynamique des populations, dont
(1) fait partie, ont déjà fait l’objet de nombreux travaux, tant pour l’existence et l’unicité d’une solutions
que pour leur comportement en temps long, dans un cadre Lp (voir par exemple [1]). La démarche usuelle
est de prouver l’existence et l’unicité d’un vecteur propre au problème de Perron, puis de montrer que
toute solution de l’équation d’évolution, à une renormalisation exponentielle en temps près, converge vers
ce vecteur propre.
En parallèle, le concept de solution mesure d’une équation de dynamique des population a connu un
intérêt croissant. Ce type de solution permet de prendre en compte des conditions initiales masses de
Dirac, qui ont une interprétation biologique assez claire : ce sera la situation d’une culture cellulaire
initialisée avec une unique cellule. Dans [2], les auteurs ont montré la convergence forte de la solution
mesure vers le vecteur propre dominant multiplié par la mesure de Lebesgue. Ce résutlat tient pour
une grande variété de pramètres, mais pas pour (1). Un résultat similaire a été prouvé dans [3] pour
l’équation de McKendrick-von Foester.
Récemment, le comportement asymptotique oscillant de (1) a été prouvé dans un cadre L2 dans [4]. La
fonction limite est une série indexée par Z, qui correspond  la projection de la condition initiale sur l’espace
vectoriel engendré par une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres de partie réelle égale
à 1. On se demande donc naturellement ce qu’il advient d’une solution mesure de (1) en temps long.
Pour répondre à cette question, on commence par résoudre l’équation adjointe de (1). Avec la solution
ainsi obtenue, on construit par dualité une solution mesure au problème direct. Enfin, le comportement
asymptotique de cette solution est déduit de celui de la solution du problème adjoint, pour lequel on
dispose de théorèmes.
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