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On s’intéresse dans cet exposé a la contrainte de convexité dans le calcul de variations, et plus généralement
en optimisation de forme. Un modéle rentrant dans cette formulation apparait des le 17e siecle dans les
travaux de Newton, qui cherchait la forme d’un objet, en mouvement & vitesse constante dans l'air, de
sorte a minimiser sa résistance. Pour des raisons de modélisation, il se restreignait a des objets qui sont
le sous-graphe d’une fonction u : D — R concave (out D est le disque unité de R?). Le probléme s’écrit
alors simplement
1

min{/D W(ix, u:D — [0, M] concave} (1)
ou la contrainte M modélise une “hauteur” maximale pour 'objet. Malgré la non-convexité de cette
énergie, il y a bien une solution optimale & ce probléeme. Newton avait identifié la meilleure solution
parmi les domaines & symétrie de rotation, c’est a dire représentés par des fonctions radiales. Il faut
attendre la fin du 20e siecle pour découvrir que la solution de Newton n’est pas optimale parmi les objets
sans symétrie & priori, autrement dit que les solutions du probléme (1) ne sont pas radiales, voir [1].
Plus généralement, on peut formuler un probleme d’optimisation de forme sous contrainte de convexité :

min {J(Q2), Q@ CR", Q convexe} (2)

ou J est une fonctionnelle de forme dont la variable est un domaine €2 de R™, demandé ici a étre convexe.
De nombreux problémes rentrent dans cette formulation ; parmi les plus connus, on peut citer la conjecture
de Mabhler (le simplexe minimise-t-il le produit volumique parmi les convexes de R™ ?) ou la conjecture
de Pélya-Szegd qui établit une inégalité optimale entre la capacité de Q convexe de R3 et la surface de
son bord. On donnera des conditions générales sur J qui amenent les solutions de (2) & “saturer” la
contrainte de convexité, et qui dans le cas de la dimension 2 donnent des solutions optimales polygonales,
voir [2, 3]. On conclura sur 'importance des résultats précédents pour des questionnements plus récents,
notamment dans I'étude des diagrammes de Blaschke-Santald, qui visent a décrire toutes les inégalités
possibles faisant intervenir un triplet (Jy, Jo, J3) de fonctionnelles de forme dans la classe des convexes.
On précisera un exemple issu de la théorie spectrale du Laplacien, en décrivant ’ensemble

D = {(z,y) € R*, 3Q convexe de R?, P(Q) =z, \(Q) =y, |Q =1}

ou || désigne laire de Q, P(f2) est son périmetre, et A;(Q) est la valeur propre principale du Lapla-
cien avec conditions de Dirichlet sur 02, qui correspond au diagramme de Blaschke-Santalo du triplet
(A1, P,| - |). I s’agit d’un travail en cours avec I. Ftouhi [4].
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