Sur une inégalité fonctionnelle intervenant dans ’analyse de
méthodes volumes finis

Flore NABET, CMAP, Ecole polytechnique
Pierre BOUSQUET, IMT, Université de Toulouse
Franck BOYER, IMT, Université de Toulouse

Mots-clés : inégalité de Poincaré-Wirtinger, méthodes volumes finis, conditions aux limites de Ventcell

Le but de ce travail [1] est de démontrer des inégalités fonctionnelles de la forme :
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ou K est un domaine Lipschitz borné et connexe de R™ et o un sous-ensemble ouvert, non vide de OK.
Pour un K donné, l'existence d’une constante C' > 0 vérifiant I'inégalité précédente est tres claire (en
appliquant par exemple le lemme de Bramble-Hilbert) mais il s’agit ici de déterminer de quelle maniere
cette constante dépend de la géométrie du domaine, et de o en particulier.
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La principale motivation de ce travail est I'importance des inégalités de cette forme lors de ’analyse
de schémas volumes finis pour des problemes elliptiques ou paraboliques sur maillages généraux. Cette
inégalité est destinée a étre appliquée a chaque volume de controle I du maillage d’un domaine 2 donné.
Cela permet alors de prouver des estimations de stabilité dans des espaces de Sobolev (discrets) pour les
projections L? naturelles des fonctions définies sur €2 et les projections de leurs traces.

Dans le cas d’un domaine polygonal ce résultat est bien connu (voir par exemple [2]). Cependant, dans
des situations plus complexes, comme par exemple la discrétisation de I’équation de la chaleur avec
des conditions aux limites de Ventcell ou I’équation de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dy-
namiques (voir [3] oli ce type d’inégalité est nécessaire pour obtenir la convergence du schéma numérique),
le domaine §2 n’est plus polygonal et nous avons besoin d’obtenir une telle inégalité sur des domaines
non-polygonaux, typiquement pour des “pseudo-triangles” représentés sur la Figure 1.

Figure 1: Volume de controle L pouvant apparaitre lorsque le domaine €2 n’est plus polygonal
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