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Estimer des sommes d’impulsions de Diracs a partir d’observations linéaires en utilisant des méthodes
variationnelles convexes a récemment été ’objet de différentes études : il a été montré que si les Diracs
sont suffisament séparés, il est possible d’estimer leurs positions aprs leur convolution par un filtre passe
bas [1]. Ce probleme de super-résolution a de plus été relié & un probleme de reconstruction de densité
de probabilité & partir de moments empiriques généralisé (”sketches”)[2]. Ces résultats suggerent qu’'une
somme d’impulsions de Diracs peut étre estimée a partir de mesures de Fourier aléatoires au lieu de
mesures régulieres des basses fréquences.

Soit §; la mesure de Dirac & la position ¢ dans R? et B I'ensemble des mesures de Radon. On cherche
a retrouver les éléments ¥ . = {Zizl’k a0, Yk # LItk — till2 > & |[tillee <1, a; € Ry t; € R}
a partir d’observations linéaires. Le parametre de résolution e représente la séparation minimum entre
impulsions. On étudie la reconstruction de z¢ € X , & partir d’observations linéaires bruitées Axy + e
avec Azrg = (ft zo(t) fi(t)dt)i=1,m ou fi(t) = ej<“’7"’t>/cwi, (wi)i=1.m est un ensemble de fréquences de R?
et ¢, est une pondération. On compare deux opérateurs :

e Ay: Echantillonnage de Fourier aléatoire (filtre passe bas): les (w;)i=1,m, ¢échantillonnent
uniformément I’ensemble [—ZZ, Z2]4 olt ¢ est un entier et m = (2¢ + 1)%. Ici ¢, = 1.

e Apr: Echantillonnage de Fourier aléatoire pondéré: Chaque w; est une fréquence tirée
aléatoirement selon la distribution de probablabilité proportionnelle a cwe_"z"“’“g/ 2 (ol o est le
parameétre réglant la distribution de fréquences, ici ¢, = /2 + 02|w[|3 + o|lw[|3 est un terme de
pondération).

En dimension un, il est possible d’utiliser une méthode convexe a partir d’observations par Ay si m > % [1]
(m > O(1/¢€) est une condition nécessaire pour ces méthodes convexes). On consideére la méthode de
super-résolution “idéale”
x* = argmin|| Az — (Azy + €)||2. (1)
TEX L, e
On considere de plus une métrique || - || := || - || = ||k * -||2 ol h est un noyau de convolution gaussien
(de variance 1/0?) pour quantifier 'erreur de reconstruction. On établit le théoréme suivant

Théoreme Soit o := m, €>0, 0 <ope et h(t) = elItl3/27)
Supposons m > O(k%d®polylog(k,d)log(1/€)). Alors, pour tout xg € B et y = Agwo + e, avec grande
probabilité sur le tirage de Ag, on a

% = zolln < C(llell2 + dn(xo, X)) (2)

ot x* est un minimiseur de (1) et dp(xo,Xg,e) = infoex, . |20 — 2|0 est Uerreur de modélisation.

Ainsi pour k, d fixés, seulement m = O(log(1/€)) mesures avec Ar sont suffisantes pour la reconstruction
(comparé au cas du filtre passe bas Ay, en dimension un, ot m = O(1/¢) sont nécessaires pour les
méthodes convexes). Ce théoréme donne aussi la distribution selon laquelle on tire Ar. Ces résultats
sont confirmés par des expériences utilisant une heuristique approchant la méthode de super-résolution
idéale étudiée.
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