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Estimer des sommes d’impulsions de Diracs à partir d’observations linéaires en utilisant des méthodes
variationnelles convexes a récemment été l’objet de différentes études : il a été montré que si les Diracs
sont suffisament séparés, il est possible d’estimer leurs positions aprs leur convolution par un filtre passe
bas [1]. Ce problème de super-résolution a de plus été relié à un problème de reconstruction de densité
de probabilité à partir de moments empiriques généralisé (”sketches”)[2]. Ces résultats suggèrent qu’une
somme d’impulsions de Diracs peut être estimée à partir de mesures de Fourier aléatoires au lieu de
mesures régulières des basses fréquences.
Soit δt la mesure de Dirac à la position t dans Rd et B l’ensemble des mesures de Radon. On cherche
à retrouver les éléments Σk,ε = {

∑
i=1,k aiδti : ∀k 6= l, ‖tk − tl‖2 ≥ ε, ‖ti‖∞ ≤ 1, ai ∈ R+, ti ∈ Rd}

à partir d’observations linéaires. Le paramètre de résolution ε représente la séparation minimum entre
impulsions. On étudie la reconstruction de x0 ∈ Σk,ε, à partir d’observations linéaires bruitées Ax0 + e
avec Ax0 = (

∫
t
x0(t)fi(t)dt)i=1,m où fi(t) = ej〈ωi,t〉/cωi , (ωi)i=1,m est un ensemble de fréquences de Rd

et cωi est une pondération. On compare deux opérateurs :

• AU : Echantillonnage de Fourier aléatoire (filtre passe bas): les (ωi)i=1,m échantillonnent
uniformément l’ensemble [−πq2 ,

πq
2 ]d où q est un entier et m = (2q + 1)d. Ici cω = 1.

• AR: Echantillonnage de Fourier aléatoire pondéré: Chaque ωi est une fréquence tirée
aléatoirement selon la distribution de probablabilité proportionnelle à cωe

−σ2‖ω‖22/2 (où σ est le
paramètre réglant la distribution de fréquences, ici cω =

√
2 + σ2‖ω‖22 + σ4‖ω‖42 est un terme de

pondération).

En dimension un, il est possible d’utiliser une méthode convexe à partir d’observations par AU si m ≥ 2
ε [1]

(m ≥ O(1/ε) est une condition nécessaire pour ces méthodes convexes). On considère la méthode de
super-résolution“idéale”

x∗ = argmin
x∈Σk,ε

‖Ax− (Ax0 + e)‖2. (1)

On considère de plus une métrique ‖ · ‖ := ‖ · ‖h = ‖h ? ·‖2 où h est un noyau de convolution gaussien
(de variance 1/σ2) pour quantifier l’erreur de reconstruction. On établit le théorème suivant

Théorème Soit σk := 1
2.4(ln k+10) , ε > 0, σ ≤ σkε et h(t) = e−‖t‖

2
2/(2σ

2).

Supposons m ≥ O(k2d3polylog(k, d) log(1/ε)). Alors, pour tout x0 ∈ B et y = ARx0 + e, avec grande
probabilité sur le tirage de AR, on a

‖x∗ − x0‖h ≤ C(‖e‖2 + dh(x0,Σ)) (2)

où x∗ est un minimiseur de (1) et dh(x0,Σk,ε) = infx∈Σk,ε ‖x0 − x‖h est l’erreur de modélisation.

Ainsi pour k, d fixés, seulement m = O(log(1/ε)) mesures avec AR sont suffisantes pour la reconstruction
(comparé au cas du filtre passe bas AU , en dimension un, où m = O(1/ε) sont nécessaires pour les
méthodes convexes). Ce théorème donne aussi la distribution selon laquelle on tire AR. Ces résultats
sont confirmés par des expériences utilisant une heuristique approchant la méthode de super-résolution
idéale étudiée.
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