Méthodes algébriques pour le controle de spins
en Imagerie a Résonance Magnétique
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L’imagerie & résonance magnétique nucléaire (IRMN ou IRM) est un procédé d’imagerie médicale reposant
sur la mesure des réactions des substances biologiques a ’application d’'un champ magnétique. Cette
réponse est modélisée par les équations de Bloch, qui peuvent s’écrire comme un systeme de 4 équations
différentielles en 4 variables d’état et controlées par une fonction u. Ces équations font intervenir des
parametres dépendant du systéme considéré (position et nature des spins). Steffen Glaser et son équipe
ont montré [3] que la théorie du contréle optimal permet de controler un spin plus efficacement que les
heuristiques généralement utilisées.

L’étude des invariants du systéeme dynamique se ramene a des calculs de nature algébrique, a savoir
I’étude de systemes d’équations polynomiales en les variables d’état et les parametres du systéeme. Les
auteurs de [1] ont montré, sur 4 systémes expérimentaux, que 1’étude de ces systeémes algébriques permet
de distinguer les parametres expérimentaux. Ces calculs utilisaient des bases de Grébner, dans une
situation ou les parametres étaient fixés. Il est possible de poursuivre les mémes calculs sans spécialiser
les parametres, et d’obtenir ainsi des résultats de classification des parametres en fonction de propriétés
algébriques.

Ce calcul peut se faire en tirant parti de la structure du systéme considéré [2]. Par exemple, 'un des
invariants est donné par l’ensemble des points singuliers du lieu d’annulation du déterminant d’une
matrice. Les points singuliers d’un tel objet s’interprétent géométriquement en fonction du rang de la
matrice sous-jacente, et cela permet de mener les calculs de maniére plus efficace, en stratifiant les calculs
suivant le rang de la matrice. Ces techniques s’étendent a d’autres invariants, par exemple définis en
termes de lieu d’annulation d’un produit matrice-vecteur, méme sans condition de rang sur la matrice.
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