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La notion de schémas gradients pour des problèmes elliptiques et paraboliques, linéaires et non-linéaires
(voir [?] par exemple), permet d’appliquer des résultats de convergence obtenus dans ce cadre à une
grande variété de méthodes numériques. Pour vérifier que des méthodes numériques entrent dans le
cadre des schémas gradients, il suffit de s’assurer qu’elles remplissent un minimum de propriétés. Le but
est d’étendre ce cadre général de travail au problème de Navier-Stokes stationnaire incompressible avec
des conditions de Dirichlet homogènes.
On définit pour cela une discrétisation de gradient D = (XD,0, YD ,ΠD , χD ,∇D ,divD) telle que XD,0

(resp. YD) est un espace vectoriel de dimension finie sur R associé à la vitesse (resp. à la pression),
l’application linéaire ΠD : XD,0 7→ L2(Ω)d est la reconstruction de l’approximation du champs de
vitesse, l’application linéaire χD : YD 7→ L2(Ω) est la reconstruction de l’approximation de la pres-
sion, l’application linéaire ∇D : XD,0 7→ L2(Ω)d×d est l’opérateur de reconstruction du gradient de la
vitesse et l’application linéaire divD : XD,0 7→ L2(Ω) est l’opérateur de divergence discrete. On définit
également la fonction non linéaire bD(u, v) = 1

2 (BD(u, u, v)−BD(u, v, u)), avec BD : X3
D,0 7→ L2(Ω)d tel

que BD(u, v, w) =
∑d

i,j=1

∫
Ω

Π
(i)
D u∇(i,j)

D vΠ
(j)
D w dx. Le schéma gradient s’écrit alors

u ∈ XD,0 , p ∈ YD,0,

η

∫
Ω

ΠDu ·ΠDv dx+ ν

∫
Ω

∇Du : ∇Dv dx+ bD(u, v)

−
∫

Ω

χDp divDv dx =

∫
Ω

(f ·ΠDv +G : ∇Dv) dx, ∀v ∈ XD,0,∫
Ω

χDq divDu dx = 0, ∀q ∈ YD,0.

(1)

Il reste à définir les propriétés qui devront être vérifiées par les méthodes numériques pour leur permettre
d’entrer dans le cadre des schémas gradients. Pour le problème de Navier-Stokes incompressible, quatre
propriétés sont suffisantes. La coercivité assure simultanément le contrôle des normes Lp(Ω) (p ≤ 4) de la
reconstruction de la vitesse et de sa divergence discrete, ainsi que le contrôle de la pression sous la forme
d’une condition discrete de Ladyzenskaja-Babuška-Brezzi. La consistance permet d’approcher les espaces
des fonctions H1

0 (Ω) et L2(Ω) avec les espaces discrets associés XD,0 et YD . La conformité à la limite
assure que les reconstructions du gradient discret et de la divergence discrète convergent respectivement
vers le gradient et la divergence de la limite d’une suite d’approximations de la vitesse respectant une
estimation sur le gradient discret. Enfin la compacité permet d’établir une propriété de convergence forte
de la vitesse indispensable compte tenu de la présence du terme non-linéaire de convection.
Ainsi on peut établir le théorème de convergence suivant: si une suite de discrétisation (Dm)m∈N est
coercive, consistante, compacte et conforme à la limite, alors ΠDm

um → u dans L2(Ω)d, ∇Dm
um → ∇u

dans L2(Ω)d×d et χDm
pm → p dans L2(Ω) et (u, p) est une solution faible du problème continu.
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