Une métrique sur 1’espace des mesures: entre transport optimal
et Fisher-Rao. Application au recalage d’images.
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Le transport optimal, dans sa formulation dynamique [?], s’interpréte comme la recherche de trajectoires
de moindre énergie cinétique pour une mesure de probabilité, entre un état initial au temps t = 0 et un
état cible au temps ¢t = 1 donnés. Il s’avere que l'interpolation entre mesures ainsi définie approche bien
les petites déformations de formes, ce qui la rend attractive pour le recalage ou la classification d’images.
Toutefois, dans ce contexte, la contrainte d’égalité des masses entre la mesure initiale et la mesure cible
n’est pas naturelle. Des travaux récents se basant sur la formulation dynamique du transport optimal
proposent de pallier ce probléme en introduisant un terme de source dans I’équation de continuité. Dans
les modeles existants, la masse ainsi créée ou supprimée ne subit aucun transport [?, ?], & moins de
déterminer a priori le terme de source comme fonction des autres variables [?]. Dans le modele que nous
introduisons, les variations de masse et le transport sont au contraire couplés.

Pour une densité p; sur un borné Q C R?, D'équation de conservation de masse avec source s’écrit
Oipr + V- my = (, ou m; est la quantité de mouvement et (; la source. Parmi les solutions de cette
équation, nous minimisons une fonctionnelle comprenant 2 termes: un terme d’énergie cinétique de type
Benamou-Brenier [?] et un terme qui pénalise les variations de masse suivant la métrique de Fisher-Rao,
c’est a dire la norme La(dp;) du taux de croissance (;/p;. Ainsi, pour a > 0, nous définissons W2 (pa, pg)
comme le minimum de la fonctionnelle convexe
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sous la contrainte de conservation de masse et les conditions aux bords pg = pa et p1 = pp.

Nos contributions sont organisées en 4 points. (1) Nous prouvons que le minimum de la fonctionnelle est
atteint et que W, définit bien une métrique sur l'espace des mesures de Radon. (2) Nous démontrons
aussi que les géodésiques de Wasserstein et de Fisher-Rao sont retrouvées en un certain sens quand le
facteur de pondération « vaut respectivement +oc et 0. (3) L’utilisation d’outils d’analyse convexe nous
permet ensuite d’expliciter le comportement des géodésiques, dans le cas de mesures de Diracs notam-
ment. Essentiellement, on obtient que si dans toute boule de €2 d’un rayon donné (fonction croissante de
), il existe un unique couple Dirac initial/Dirac cible, alors la géodésique consiste & translater les Diracs
tout en ajustant leur masse. Cela est cohérent avec le comportement expérimental des géodésiques qui
tendent a privilégier la source au transport quand le décalage spatial des mesures dépasse une certaine
échelle, le parametre « déterminant cette échelle. (4) Enfin, nous décrivons un schéma numérique de
minimisation basé sur I’algorithme de Douglas-Rachford qui étend ’approche de Benamou-Brenier [?] et
montrons les performances expérimentales de recalages, en particulier sur des images médicales.
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