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Résumé

Les modeles quantiques peuvent étre utilisés pour décrire des superfluides [3], des semi-
conducteurs quantiques [1], des gaz de Boses [2] ou des trajectoires quantiques de mécaniques
Bohmiennes [4]. Dans ce mini-symposium, nous nous intéresserons aussi bien & la dérivation
des modeles quantiques qu’a leur étude. Nous discuterons en effet, de la dérivation des
équations de Navier-Stokes quantiques via un développement de Chapman-Enskog & partir de
léquation de Wigner (cf exposé 2). Nous présenterons également des méthodes d’énergie ou
d’ajout de pression froide permettant de montrer I’existence de solutions pour des modeéles
classiques (cf exposé 1), et, nous montrerons comment ces techniques peuvent étre aussi
utilisées pour des modeles quantiques (cf exposé 3). Enfin nous nous intéresserons a l’existence
de solutions globales pour un second modele quantique, le modele hydrodynamique quantique
(cf exposé 4).
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Ce mini-symposium comporte quatre exposés. Nous commencerons via le premier exposé par décrire
I'utilisation de méthodes d’énergie et d’ajout de pression froide pour le modele de Navier-Stokes com-
pressibles. Dans un deuxiéme exposé nous monterons comment dériver depuis I’équation de Wigner et via
un développement de Chapmann-Enskog, les équations de Navier-Stokes quantiques. Dans le troisieme
exposé, en utilisant les techniques présentées dans le premier, nous démontrerons ’existence de solutions
pour les équations dérivées dans le second. Enfin dans le dernier nous montrerons comment obtenir des
solutions globales pour un autre modele quantique, le modele hydrodynamique quantique.

1 Modéeles biphasiques compressible/incompressible en mécanique
des fluides

Cet exposé sera donné par C. Perrin.

Cet exposé a pour but I’étude d’un modele de type Navier-Stokes compressible en lien avec la théorie des
écoulements granulaires. Pour ce type de systémes, les lois d’états doivent tenir compte d’une contrainte
de congestion et de lexistence d’une densité maximale qui ne peut pas étre dépassée. On doit alors
considérer des viscosités (dégénérées au voisinage du vide) et une loi de pression qui sont toutes singuliéres
au voisinage de cette densité maximale. Aprés avoir montré Pexistence de solutions faibles globales en
temps pour ce type d’équations, nous expliquerons comment aboutir & un modele biphasique original
couplant zones ”libres” et zones ” congestionnées” via des perturbations singulieres. Il sera aussi question
durant cette présentation des outils mathématiques pouvant intervenir dans I’étude des systemes visqueux
quantiques.

2 Dérivation d’un modele de Navier-Stokes quantique isotherme

Cet exposé sera donné par S. Brull.

Dans cet exposé, nous partons d’'un modele de Wigner-BGK pour un scaling ad-hoc. Pour, l'opérateur
BGK la Maxwellienne quantique est construite a partir des travaux de Degond et Ringhoffer qui généralisent
a un cadre quantique le principe de minimisation de I’entropie sous contrainte. Ensuite, nous explique-
rons comment grace a un développement de Chapman-Enskog & l'ordre 1, nous obtenons un modele de
Navier-Stokes quantique.

3 Existence de solutions pour les équations de Navier-Stokes
quantiques compressibles et barotropiques

Cet exposé sera donné par 1. Lacroiz-Violet.

Dans cette présentation, nous considererons les équations de Navier-Stokes quantiques compressibles et
barotropiques avec une viscosité dépendant linéairement de la densité. En suivant les idées développées
dans des travaux récents pour les équations de Navier-Stokes compressibles classiques, nous montrerons
comment obtenir I’existence globale de solution faible via ’ajout d’un terme de pression froide et pour la
définition usuelle de solution faible.

4 Solutions globales pour les équations de I’hydrodynamique
quantique

Cet exposé sera donné par C. Audiard.
Les équations de I’hydrodynamique quantique (QHD) s’écrivent
Orp + div(pu) = 0,

1
8tu+u~Vu+Vg(p):§V(A\/‘/;>. (1)



Pour u irrotationnel, une correspondance formelle entre ces équations et une équations de type Schrodinger
non linéaire s’obtient par la transformation de Madelung. Si v est solution de

0 + AP = g(|y|*), (2)

alors p = [¢|2, u = Im(x) V1)) /|1|? donnent une solution de (1). La correspondance entre ces deux modeles
a été utilisée récemment par Antonelli-Marcati [1] pour construire des solutions faibles globales de (1). La
principale limite de cette approche est qu’il est délicat de donner un sens a la transformée de Madelung
lorsque p (ou [¢]) s’annule, ce qui arrive pour les non linéarités usuelles type |1|*1). Pour g(p) = p—1, on
montre ici comment des résultats récents sur le scattering de (2) (voir [2]) permettent d’obtenir la nature
bien posée pour de petites données du probleme (1).

Références

[1] P. ANTONELLI AND P. MARCATI, On the finite energy weak solutions to a system in quantum fluid
dynamics, Comm. Maths. Phys, 2009.

[2] S. GUSTAFSON, K. NAKANISHI AND T.-P. TSI, Scattering theory for the Gross-Pitaevskii equation
in three dimensions, Comm. Contemp. Math., 11 no. 4 (2009) 657-707.



