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Une équation cinétique stochastique

Soit (V, ;1) un espace mesuré ou y est une mesure finie. Soit
a€ L>*(V;RY), d > 1. Soit T le tore de dimension d. On
s'intéresse a la limite € — 0 du probleme

1 1 1
6tf‘€+ga(v).vxfa: ?Lfe—i—gfama(t), (1)
dans R x T¢ x V,, avec condition initiale
f5(0) = fo dans TY x V,, (2)

ou L est un opérateur dissipatif et m*(t) un processus
stochastique ergodique centré.



Limite diffusive d’une équation cinétique stochastique

Equation déterministe

L'opérateur L est

Lf = / fdu—f, felY(V,p).
v
Alors L est en effet dissipatif car

- [ L= Ly € (Vo)
Vv

Les vitesses sont centrées et non-dégénérées au sens ol

/ a(v)du(v) =0, K:= / a(v) ®a(v)du(v) >0
v v
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Equation déterministe, Limite diffusive

Dans le cas déterministe m® = 0, la densité p° := fv fedu
converge lorsque € — 0 vers la solution p de I'équation de diffusion

drp — div(KVp) = 0 dans T9 x (0, +0oc)

avec donnée initiale po = [|, fodj: (voir Degond, Goudon,
Poupaud 2000 par exemple).
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Partie aléatoire

De la forme
1
dx*(t) = F(x*(t), m™(t)) + ZG(x*(t), m™(t)).
On suppose que le processus pilote m®(t) a I'échelle

m®(t) = m(¢72t) ol m(t) est un processus de Markov homogene
stationnaire mélangeant. Si G =0, on a alors x*(t) — X(t) ou

= Fw). FO) = [ Flendu(n)

ou v est la mesure invariante de m(t). Cas G #0,F =07
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Exemple 1

En dimension 1. Soit o > 0 et m la solution stationnaire de
I'équation

dm(t) = —cm(t)dt + df(t),

ou [3(t) est un mouvement brownien sur R.

G(x, n) = xn.
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Exemple 1

Calculs :

m(t)=/t

e =) dj(s), t e R,

1 t
x°(t) = x exp (—/ ma(s)ds> , t>0
€ Jo
Autrement dit,

x5(t) = xoexp (—ea (m*(t) — B(e?t)), t >0
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Exemple 1

Or, en loi,

ef(e%t) = B(t)

et em(t) — 0 donc, en loi, x*(t) — x(t) := xpe® (1), qui est Ia
solution de I'équation de diffusion (sous forme Stratonovitch)

dx(t) = x(t) o QY2dp(t),
avec @ = a2,
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Exemple 2

m(t) est un processus de Poisson de paramétre \ a valeurs dans
{—1,1} et G(x, m) = xm. Alors, de méme,

(1) = xoexp (EN(e28)), N(t) = / m(s)ds
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Exemple 2

m(t) est un processus de Poisson de paramétre \ a valeurs dans
{—1,1} et G(x, m) = xm. Alors, de méme,

(1) = xoexp (EN(e28)), N(t) = /0 m(s)ds.

Soit 0 =ty <ty <...<ty<...lasuite aléatoire des temps de
saut du processus m. Soit &, la variable aléatoire

&n = (ton—1 — ton—2) — (t2n — ton—1).

Les &, sont i.i.d de loi de densité 3¢l sur R.
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Exemple 2

Soit k(t) I'entier aléatoire défini par

() = < tr(t)+1s
et soit, pour n € N, v,(t) =

k(znt) On a alors, pour £ = n~1/2,
Vn(t 1
eN(e2t) = nl )\/75@"@)@ +o(1), Sk =&+ + &k
Comme m saute en moyenne a la fréquence A, on a
loi.

vn(t) A
. — > en
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Exemple 2

Par le Théoréme de Donsker (avec temps aléatoire), on a alors, en

loi,
X(t) — x(t) = xp exp (a@ﬁ(ﬂ) ,

ol 3 est un mouvement brownien et ¢ la variance de £;. On

calcule 02 = % c'est-a-dire que, la encore, x est solution de

I'équation limite de diffusion
dx(t) = x(t) o Q"2dp(t),

avec Q := 1.



Limite diffusive d’une équation cinétique stochastique

Une équation cinétique stochastique

Soit (V, ;1) un espace mesuré ou y est une mesure finie. Soit
a€ L>*(V;RY), d > 1. Soit T le tore de dimension d. On
s'intéresse a la limite € — 0 du probleme

1 1 1
6tfa+ga(V) 'fo.'&‘ = ?Lfe—i-gfama(t), (3)
dans R x T¢ x V,, avec condition initiale
f£(0) = fy dans TY x V,, (4)

ou L est un opérateur dissipatif et m*(t) un processus
stochastique ergodique centré.
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Limite e — 0

Théoreme Soit f§ € L%, et

Po :=/ fodpu.
14

Sous les hypotheéses sur la vitesse a ci-dessus et les hypothéses sur
m°® ci-dessous, on a : pour tout 77 > 0, la densité p° := [, f dp
converge en loi dans C([0, T]; H™™) vers la solution p de I'équation

dp = div(KVp)dt + po QY2dW(t), in Rf x T¢,

avec donnée initiale pg, ot W est un processus de Wiener
cylindrique sur L%(T9), @ un opérateur positif a trace sur L?(T9)
déterminé par le processus m.
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Méthode de la fonction-test perturbée

stationnaire mélangeant. Soit

Probleme : On suppose que le processus pilote m°(t) a I'échelle
m?(t) = m(e=2t) ot m(t) est un processus de Markov homogene

o (t) = éc(xs(t), e (£)).

Quelle est la limite lorsque ¢ — 0 de x° ?

(5)
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Convergence en loi

Loi du processus (x*(t), m*(t)) : générateur

¢ € C2(R), on a

1 1
Lop(x,n) = ZGlx, )Oup(x,n) + 5 Mg(x, ), € CB(R2),
ou M est le générateur du semi-groupe associé a m. Si

Bo( (1)) = () + | CEL%((s), m(s))ds.

Il faut déterminer le comportement de L%y lorsque ¢ — 0.
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Méthode de la fonction-test perturbée

Chercher des correcteurs o1, 02 € C2(R?) tels que, pour la
fonction test corrigée

¢ 1= +epr + g,
on ait

L7 (x, n) = Lo(x) + O(e)
ol L est le générateur limite.
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Equations de correction

Les équations de correction sont

~N O
~— —

Mgp(x) = 0, (
G(x, n)Oxp(x) + Mp1(x,n) =0, (
G (x; M)dxp1(x) + Mepa(x, n) = Lp(x). (

oo
~

La premiere équation est automatiquement vérifiée car © ne
dépend pas de n. Pour résoudre la deuxieme équation, il faut
savoir résoudre I'équation de Poisson associée a M.
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Equation de Poisson

Pour une assez grande classe de fonctions v telles que (¢, v) =0,
I'équation

Mo =, 1€ C(R)
a une solution ¢ € C,(E), unique sous la condition (6,v) = 0,
donnée par

0(n) = M~Ly(n) = — /OOO Pr(n)dt.

Ici v est la mesure invariante (loi de m(t)), P; le semi-groupe
associé a m(t).
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Equations de correction

Les équations de correction sont

G (x, m)Oxp(x) + M1 (x, n) = 0,

G(x, M)Oxp1(x) + Mpa(x, n) = Lo(x).
On obtient ;3 = — M 1GO,p et

(9)
(10)
Ecp(x):/EG(x, ) (M™LG(x, n)dxp(x))dv(n).
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Exemples 1 et 2

Ici G(x,n) =xn

Lip(x) = /

L oxd(x0p(x)), Q= 2E / m(0)m(t)dt
0

On vérifie qu'on retrouve Q = «

dans dx = x o Q1/2dp3

“Lndu(n)xdy (x0xp(x))

et Q = A~! respectivement
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Limite e — 0

Théoreme Soit f§ € L%, et

Po :=/ fodpu.
14

Sous les hypotheéses sur la vitesse a ci-dessus et les hypothéses sur
m°® ci-dessous, on a : pour tout 77 > 0, la densité p° := [, f dp
converge en loi dans C([0, T]; H™™) vers la solution p de I'équation

dp = div(KVp)dt + po QY2dW(t), in Rf x T¢,

avec donnée initiale pg, ot W est un processus de Wiener
cylindrique sur L%(T9), @ un opérateur positif a trace sur L?(T9)
déterminé par le processus m.
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Coefficient @ dans I'EDPS limite

C'est I'opérateur intégral

Qf(x) =

[ Koe)ttoydy, £ e 3,

K(x,y) = IE/Rm(O)(y)m(t)(x)dt, x,y € T.
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