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bord fractal autosimilaire

Thibaut Deheuvels

en collaboration avec Y. Achdou et N. Tchou
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Géométrie du modèle L’ensemble auto-similaire Γ∞
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Géométrie du modèle L’ensemble auto-similaire Γ∞

L’ensemble auto-similaire Γ∞

On considère deux similitudes f1 et
f2 de rapport a < 1, d’angles
respectifs θ et −θ (0 6 θ < π

2 ).
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Géométrie du modèle L’ensemble auto-similaire Γ∞

L’ensemble auto-similaire Γ∞

On considère deux similitudes f1 et
f2 de rapport a < 1, d’angles
respectifs θ et −θ (0 6 θ < π

2 ).

L’ensemble Γ∞

On appelle Γ∞ l’ensemble auto-similaire associé aux similitudes f1 et
f2, i.e. l’unique compact de R

2 tel que :

Γ∞ = f1(Γ
∞) ∪ f2(Γ

∞).
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L’ensemble auto-similaire Γ∞

On considère deux similitudes f1 et
f2 de rapport a < 1, d’angles
respectifs θ et −θ (0 6 θ < π

2 ).

L’ensemble Γ∞

On appelle Γ∞ l’ensemble auto-similaire associé aux similitudes f1 et
f2, i.e. l’unique compact de R

2 tel que :

Γ∞ = f1(Γ
∞) ∪ f2(Γ

∞).

Dimension de Hausdorff de Γ∞ :

d := dimH(Γ∞) = −
log 2

log a
.
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Géométrie du modèle L’ensemble auto-similaire Γ∞

Valeur critique de a

Il existe une valeur critique a⋆ qui dépend de θ telle que :
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Géométrie du modèle L’ensemble auto-similaire Γ∞

Valeur critique de a

Il existe une valeur critique a⋆ qui dépend de θ telle que :

si a < a⋆, Γ∞ est totalement déconnecté,

a < a⋆
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Géométrie du modèle L’ensemble auto-similaire Γ∞

Valeur critique de a

Il existe une valeur critique a⋆ qui dépend de θ telle que :

si a < a⋆, Γ∞ est totalement déconnecté,

si a = a⋆, Γ∞ est connexe.

a < a⋆
a = a⋆
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Géométrie du modèle Le domaine ramifié

Le domaine ramifié (1/2)

Γ0

Première cellule Y 0

T. Deheuvels (Rennes 1) Résultats de trace 24 mai 2011 7 / 28



Géométrie du modèle Le domaine ramifié

Le domaine ramifié (1/2)

Γ0

f1(Γ
0)

Première cellule Y 0
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Géométrie du modèle Le domaine ramifié

Le domaine ramifié (2/2)

Si σ = (σ(1), . . . , σ(n)) ∈ An,
An := {1, 2}n, on écrit :

fσ = fσ(1) ◦ . . . ◦ fσ(n).

On pose :

Ω = Intérieur

(

⋃

n∈N

⋃

σ∈An

fσ(Y 0)

)

.

Γ∞

Ω
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Géométrie du modèle Le domaine ramifié

On définit :
Ξ∞ = f1(Γ

∞) ∩ f2(Γ
∞).

Cas θ 6∈ { π
2k

, k ∈ N
⋆}

Ξ∞ est un singleton
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Géométrie du modèle Le domaine ramifié

On définit :
Ξ∞ = f1(Γ

∞) ∩ f2(Γ
∞).

Cas θ 6∈ { π
2k

, k ∈ N
⋆}

Ξ∞ est un singleton
Cas θ = π

2k

Ξ∞ est infini
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Géométrie du modèle Espaces de Sobolev sur Γ∞

Mesure auto-similaire sur Γ∞

Théorème (Hutchinson)

Il existe une unique mesure borélienne µ de masse 1 sur Γ∞ telle que

pour tout borélien B de Γ∞,

µ(B) =
1

2
µ(f1

−1(B)) +
1

2
µ(f2

−1(B)).
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Géométrie du modèle Espaces de Sobolev sur Γ∞

Espaces de Sobolev sur Γ∞

Soient s ∈]0, 1[ et q ∈]1,∞[, on définit l’espace de Sobolev :

W s,q(Γ∞) =

{

u ∈ Lq
µ(Γ∞),

∫

Γ∞

∫

Γ∞

|u(x) − u(y)|q

|x − y|d+qs
dµ(x) dµ(y) < ∞

}

,
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Espaces de Sobolev sur Γ∞

Soient s ∈]0, 1[ et q ∈]1,∞[, on définit l’espace de Sobolev :

W s,q(Γ∞) =

{

u ∈ Lq
µ(Γ∞),

∫

Γ∞

∫

Γ∞

|u(x) − u(y)|q

|x − y|d+qs
dµ(x) dµ(y) < ∞

}

,

muni de la norme définie par :

‖u‖q

W s,q(Γ∞) = ‖u‖q

Lq(Γ∞) +

∫

Γ∞

∫

Γ∞

|u(x) − u(y)|q

|x − y|d+qs
dµ(x) dµ(y).
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Théorème de trace dans le cas sous-critique
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Théorème de trace dans le cas sous-critique

Le cas sous-critique : a < a⋆, Γ∞ totalement déconnecté

Théorème (P.W. Jones (81), A. Jonsson et H. Wallin (84))

Si a < a⋆, alors pour tout q ∈]1,∞[,

W 1,q(Ω)|Γ∞ = W
1− 2−d

q
,q(Γ∞).
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Théorème de trace dans le cas sous-critique

Le cas sous-critique : a < a⋆, Γ∞ totalement déconnecté

L’ensemble Ω est un quasidisque,
i.e. (caractérisation d’Ahlfors
(66)) :

Il existe une constante c > 0
telle que pour tous x, y ∈ ∂Ω,
si γ est un sous-arc continu de
∂Ω joignant x à y de diamètre
minimal,

|x − γ(t)| ≤ c|x − y|.

γ

yx

Ω
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Théorème de trace dans le cas critique
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Théorème de trace dans le cas critique

Le cas critique : a = a⋆, Γ∞ connexe

Dans ce cas, Ω n’est pas un quasidisque. On ne peut pas utiliser le
théorème de Jones.

x = y

Ω

γ
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Construction de l’opérateur de trace

Γ0

〈u〉Γ0

ℓ0(u)
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Construction de l’opérateur de trace
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Construction de l’opérateur de trace

Γ0

〈u〉Γ0

ℓ0(u)

〈u〉Γ(1) 〈u〉Γ(2)
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ℓ1(u)
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Opérateur de trace sur Γ∞

On considère la suite ℓn(u) dans L
q
µ(Γ∞) :

ℓn(u) =
∑

σ∈An

〈u〉Γσ1fσ(Γ∞),

où 〈u〉Γσ =
1

|Γσ|

∫

Γσ

u.
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Opérateur de trace sur Γ∞

On considère la suite ℓn(u) dans L
q
µ(Γ∞) :

ℓn(u) =
∑

σ∈An

〈u〉Γσ1fσ(Γ∞),

où 〈u〉Γσ =
1

|Γσ|

∫

Γσ

u.

Proposition

La suite (ℓn)n converge dans L(W 1,q(Ω), Lq
µ(Γ∞)) vers un opérateur

ℓ∞.
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Ondelettes de Haar sur Γ∞

On définit les ondelettes de Haar sur Γ∞ :
{

g0 = 1f1(Γ∞) − 1f2(Γ∞)

gσ
|fσ(Γ∞) = 2

n
2 g0 ◦ fσ

−1 et gσ
|Γ∞\fσ(Γ∞) = 0 pour σ ∈ An
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Ondelettes de Haar sur Γ∞

On définit les ondelettes de Haar sur Γ∞ :
{

g0 = 1f1(Γ∞) − 1f2(Γ∞)

gσ
|fσ(Γ∞) = 2

n
2 g0 ◦ fσ

−1 et gσ
|Γ∞\fσ(Γ∞) = 0 pour σ ∈ An

Ondelette mère g0 gσ pour σ = (1)
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Ondelettes de Haar sur Γ∞

On définit les ondelettes de Haar sur Γ∞ :
{
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gσ
|fσ(Γ∞) = 2

n
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Théorème de trace dans le cas critique Opérateur de trace sur Γ∞

Décomposition en ondelettes

Toute fonction f ∈ L
q
µ(Γ∞), 1 ≤ q < ∞, admet une décomposition dans

la base d’ondelettes de Haar {gσ , σ ∈ A} :

f = P0f +
∑

n∈A

∑

σ∈An

βσgσ ,

où P0f =
1

µ(Γ∞)

∫

Γ∞

f dµ.
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Théorème de trace dans le cas critique Les espaces JLip

L’espace JLipq,q
s (Γ∞)

On définit l’espace JLip
q,q
s (Γ∞) comme l’ensemble des fonctions

f ∈ L
q
µ(Γ∞) telles que :

∑

n≥0

2n(sq+ q

2
−1)

∑

σ∈An

|βσ|
q < ∞,

où les βσ, σ ∈ A sont les coefficients de f dans la base d’ondelettes de
Haar.
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Théorème de trace dans le cas critique Les espaces JLip

Caractérisation des traces des fonctions de W 1,q(Ω)

Théorème (Y. Achdou et N. Tchou (10))

Si 1 6 q < ∞,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) = JLip
q,q

1− 2−d
q

(Γ∞).
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces Lp

µ
(Γ∞)

Résultats de trace dans les espaces Lp
µ(Γ

∞)

Théorème (Cas q > 2)

Si q ≥ 2 et u ∈ W 1,q(Ω), alors ℓ∞(u) ∈ L
p
µ pour tout p ∈ [1,∞[.
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µ
(Γ∞)

Résultats de trace dans les espaces Lp
µ(Γ

∞)

Théorème (Cas q > 2)

Si q ≥ 2 et u ∈ W 1,q(Ω), alors ℓ∞(u) ∈ L
p
µ pour tout p ∈ [1,∞[.

Théorème (Cas 1 6 q < 2)

Si q ≥ 2 et u ∈ W 1,q(Ω), alors

ℓ∞(u) ∈ Lp
µ(Γ∞) pour tout 1 6 p 6

dq

2 − q
,

ℓ∞(u) 6∈ Lp
µ(Γ∞) pour tout p >

dq

2 − q
.
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces Lp

µ
(Γ∞)

Régularité Sobolev de l’ondelette mère de Haar

Proposition

Dans le cas où θ 6= π
2k

, k ∈ N
⋆,

g0 ∈ W s,q(Γ∞) si s < d
q
,

g0 6∈ W s,q(Γ∞) si s > d
q
.
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces Lp

µ
(Γ∞)

Régularité Sobolev de l’ondelette mère de Haar

Proposition

Dans le cas où θ 6= π
2k

, k ∈ N
⋆,

g0 ∈ W s,q(Γ∞) si s < d
q
,

g0 6∈ W s,q(Γ∞) si s > d
q
.

Proposition

Dans le cas où θ = π
2k

, k ∈ N
⋆,

g0 ∈ W s,q(Γ∞) si s < d
2q

,

g0 6∈ W s,q(Γ∞) si s > d
2q

.
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces W s,q(Γ∞)

Cas θ 6= π
2k

, k ∈ N
⋆

Régularité optimale ———

Ondelette mère ———

q

s critique
ℓ∞(u) ∈ W s,q(Γ∞)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1  2  3  4  5  6
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces W s,q(Γ∞)

Cas θ = π
2k

, k ∈ N
⋆

Régularité optimale ———

Ondelette mère ———

q

s critique
ℓ∞(u) ∈ W s,q(Γ∞)
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces W s,q(Γ∞)

Théorème (Y. Achdou, T.D., N. Tchou (10))

Dans le cas où θ 6= π
2k

, k ∈ N
⋆, si q > 2,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) ⊂ W s,q(Γ∞) pour s <
d

q
,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) 6⊂ W s,q(Γ∞) pour s <
d

q
.
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Théorème (Y. Achdou, T.D., N. Tchou (10))

Dans le cas où θ 6= π
2k

, k ∈ N
⋆, si q > 2,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) ⊂ W s,q(Γ∞) pour s <
d

q
,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) 6⊂ W s,q(Γ∞) pour s <
d

q
.

Dans le cas où θ = π
2k

, k ∈ N
⋆, si q > 2 − d

2 ,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) ⊂ W s,q(Γ∞) pour s <
d

2q
,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) 6⊂ W s,q(Γ∞) pour s <
d

2q
.
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Théorème de trace dans le cas critique Résultats de trace dans les espaces W s,q(Γ∞)

Théorème (Y. Achdou, T.D., N. Tchou (11))

Dans le cas où θ 6= π
2k

, k ∈ N
⋆, si q < 2,

ℓ∞(W 1,q(Ω)) = W
1− 2−d

q
,q
(Γ∞).
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