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réaliste

Soyibou SY,
IRMA,

Université de
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6 Conclusion et perspectives
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Construction du maillage et Objectifs

Construction du maillage

Le réseau cérébral est obtenu à partir d’angiographies cérébrales
3D (fournies par les hôpitaux de Strasbourg et de Colmar).

Par les méthodes de segmentation, on obtient des données de
volumes vasculaires discrets. De ces données volumiques, on
obtient un maillage surfacique (Nicolas PASSAT).

On repère les entrées et sorties (conditions aux limites) et on
lisse le maillage, afin de générer un maillage volumique (ghs3d).

Objectifs :
Effectuer des simulations d’écoulements sanguins dans tout le réseau
cérébral à l’aide de FreeFem++.

Etudier le modèle stationnaire, puis non stationnaire et
conditions aux limites

Comparer les résultats numériques à des données cliniques.
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Premier maillage

Figure: Maillage.
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réaliste

Soyibou SY,
IRMA,

Université de
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Maillage avec 169524 Tétraèdes

Figure: Maillage de Calcul.
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Strasbourg

Motivations
et Objectifs

6/24

Maillage avec 237438 Tétraèdes

Figure: Maillage de Calcul.
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Position du problème

Soit Ω ⊂ R
3 suffisamment régulier, on considère le modèle de Stokes

stationnaire suivant :






−2ν ∇ · ǫ(u) +∇p = f, dans Ω
∇ · u = 0, dans Ω
C.L, sur ∂Ω

(1)

où

ǫ(u) =
1

2

(

∇u+ (∇u)T
)

, u =





u1
u2
u3





avec

∇u =





∂xu1 ∂yu1 ∂zu1
∂xu2 ∂yu2 ∂zu2
∂xu3 ∂yu3 ∂zu3



 , (∇u)T =





∂xu1 ∂xu2 ∂xu3
∂yu1 ∂yu2 ∂yu3
∂zu1 ∂zu2 ∂zu3



 .
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Formulation faible

On introduit : σ = −pI2 + 2ν ǫ(u) et ǫ(u) : ∇v := tr((ǫ(u))T∇v).
Trouver u ∈ V et p ∈ M :

2ν

∫

Ω

ǫ(u) : ǫ(v)−

∫

Ω

p∇ · v =

∫

Ω

f · v +

∫

∂Ω

σn · v, ∀ v ∈ W

∫

Ω

q∇ · u = 0, ∀ q ∈ M . (2)

Remarque

Si on impose comme C.L : u = u0 sur ∂Ω, on prend

V = (H1(Ω))3 avec u = u0 sur ∂Ω et W = (H1
0 (Ω))

3.

Dans ce cas M = L20(Ω).

Si ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 et u = u0 sur Γ1, σn = 0 sur Γ2. Alors
V =

{

u ∈ (H1(Ω))3 : u = u0 sur Γ1
}

avec mes(Γ1) > 0 et

W =
{

v ∈ (H1(Ω))3 : v = 0 sur Γ1
}

et M = L20(Ω).
Sinon on décompose

σn · v = σn ·
(

(v · n)n+ (v · τ)τ
)

.
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Poiseuille en 2D

0

H=1

L=6

Ω

Figure: Le domaine de calcul Ω

Nous cherchons u sous la forme U(y) = u(y)~ex = u1(y) et p = p(x) :

U(y) =
4Umax

H2
y(H − y), p(x) =

∆p

L
x + p0, avec Umax =

H2∆p

8νL
.

Dans les tests numériques, on a choisi :

Umax = 0.3, ν = 1.
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Vitesses (poiseuille à l’entrée et sortie libre)

Vec Value

0

0.0162714

0.0325428

0.0488143

0.0650857

0.0813571

0.0976285

0.1139

0.130171

0.146443

0.162714

0.178986

0.195257

0.211528

0.2278

0.244071

0.260343

0.276614

0.292886

0.309157
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Pression (poiseuille à l’entrée et sortie libre)

IsoValue

-0.000500677

-3.42388e-005

0.00027672

0.000587678

0.000898637

0.0012096

0.00152055

0.00183151

0.00214247

0.00245343

0.00276439

0.00307535

0.0033863

0.00369726

0.00400822

0.00431918

0.00463014

0.0049411

0.00525206

0.00602945
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Vitesses (poiseuille à l’entrée et à la sortie)

Vec Value

0

0.0157903

0.0315806

0.0473709

0.0631612

0.0789515

0.0947418

0.110532

0.126322

0.142113

0.157903

0.173693

0.189484

0.205274

0.221064

0.236855

0.252645

0.268435

0.284225

0.300016
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mathématique
du problème
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Pression (poiseuille à l’entrée et à la sortie)

IsoValue

-0.00318316

-0.00272842

-0.00242526

-0.00212211

-0.00181895

-0.00151579

-0.00121263

-0.000909476

-0.000606318

-0.00030316

-1.83488e-009

0.000303156

0.000606314

0.000909472

0.00121263

0.00151579

0.00181895

0.0021221

0.00242526

0.00318316
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Ecoulement de Stokes dans le cube unité

1 On considère le modèle de Stokes précédent avec conditions de
Dirichlet au bord et ν = 1 et les solutions analytiques de
Bercovier-Engelman extrudées (en 3D) :

u1(x , y , z) = −256y(1− y)(2y − 1)x2(x − 1)2

u2(x , y , z) = 256x(1− x)(2x − 1)y2(y − 1)2

u3(x , y , z) = 0

p(x , y , z) = (x − 0.5)(y − 0.5).

2 On effectue une simulation 3D sur trois maillages différents,
avec :

48 tétraèdes
384 tétraèdes
3072 tétraèdes
24576 tétraèdes

3 Les tests utilisent GMRES comme solveur. On pénalise pour la
pression avec ǫ = 10−10.
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Comparaison des vitesses globales

Figure: Vitesse calculée (à gauche) et vitesse exacte (à droite).
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Strasbourg

Quelques
tests en 3D

16/24

Comparaison des premières composantes des
vitesses

Figure: Vitesse calculée (à gauche) et vitesse exacte (à droite).
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cérébraux en
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Comparaison des pressions

Figure: Pression calculée (à gauche) et pression exacte (à droite).
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Courbes d’erreurs en norme L
2 et L∞
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Figure: Erreurs en norme L2 en vitesse et en pression (à gauche) et
erreurs en norme L∞ en vitesse et en pression (à droite).
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Lignes de courant des vitesses( maillage avec

169524 Tétraèdes)

Figure: Lignes de courant des vitesses du fluide.
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Lignes de courant des vitesses (maillage avec

237438 Tétraèdes)

Figure: Lignes de courant des vitesses du fluide.
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La pression du fluide (maillage avec 169524

Tétraèdes)

Figure: La pression du fluide.
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réaliste

Soyibou SY,
IRMA,

Université de
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La pression du fluide (maillage avec 237438

Tétraèdes)

Figure: La pression du fluide.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

1 Des tests numériques (2D et 3D) étaient indispensables pour
valider la formulation symétrique de Stokes.

2 En choisissant des éléments finis P1+bulle pour la vitesse et P1
pour la pression, on arrive à effectuer la simulation de
l’écoulement dans tout le réseau cérébral.

Perspectives

1 Reprendre le cas test sur le cube unité pour retrouver la bonne
pression.

2 Construire une entrée du type Poiseuille pour la simulation
numérique de l’écoulement dans tout le réseau cérébral.

3 Effectuer la simulation dans le cas d’un problème de Stokes non
stationnaire.

4 Passer au modèle de Navier Stokes non stationnaire.
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Merci pour votre attention !
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