UNIVERSITE
ﬁcrgyl‘unmise

Etude du modele de
Hartree-Fock-Bogoliubov

pour les systemes quantiques attractifs

Séverine Paul

severine.paul@u-cergy.fr

(Université de Cergy-Pontoise)

directeur de thése : Mathieu Lewin

Séverine Paul (Univ. de Cergy-Pontoise) SMAI 2011, Mai 26, 2011



Modele a N corps

Hamiltonien a N corps

HN—ZTX,—F Z V(xi — x;j)

1<i<j<N

@ cas relativiste : T = +/c* 62A — 2

@ cas non-relativiste : T = —

@ V interaction entre particules
.. . K -
(ici, V attractif; ex : V(x) = —— gravitationnel)

[x]

Probléme de minimisation :

N
E(N) = WAEQ;ZN<WN’ HyWn) avec  Hy = \LP(R3,C9)
[Wnll=1

Fonctions antisymétriques %x;
g=nbre degré interne de liberté
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Approximation de Hartree-Fock

@ Restriction de I'énergie a N corps aux déterminants de Slater :
1 *
WN(Xl’O-l’X27O-27"'axNvaN): Wdet(qbi(vaaj)) tq R3¢i¢j:5ij

pour ; ER3 et o; € {1,...,q} VI<i<N

@ Matrice densité et Densité du systeme :

N N
Yo(x,y) = D0 (y)  pe(x) = ve(x,x) = Y 6i(x)I
i=1 i=1

on voit que 0 < vy <let Tr(yp) =N

Fonctionnelle d'énergie HF

£ (16) = (Wn. Hu¥n) = T(T90)+3 [ Vi) (po(0pol) = s (x, )7 ity
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Modele de Hartree-Fock-Bogoliubov

Le nombre de particules n'est plus fixé!

Fonctionnelle d'énergie HFB

£ (0,0) =T(T1) + 5 [ Vix=) (02 (00os) = )+ lale ) ey

@ 0 <~*=~<1etTr(y) =N < o0 nombre moyen de particules

° a(x, y)a,a’ = —a(y, X)U/J fonction d'onde a 2 corps pour les paires de Cooper

0 0 ¥ « 10
< e < . .y
o <0 0> <T: <a* 1 _7> < (0 1> matrice densité

Probleme de minimisation HFB

I(N) = inf{EMFB(~, ) : (v, a) vérifient les contraintes ci-dessus}
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Existence de minimiseurs

Théoreme (Existence + Propriétés [LenLew10])

V(x) < —ﬁ pour |x| > Ry, T =-A)2

c
Soit  |V(x)| = —,
[x]
Alors VN > 0, le probléme I(N) admet au moins un minimiseur (7, ).
Il est solution de I'équation d'Euler-Lagrange :

= X(-c00)(Fr — pN) + D

ot D est un opérateur de rang fini tel que Im(D) C ker(Fr — uN')

avee Fr:<T+p};\>/):(7V) —(T—|—ﬁvoj(VV—(7V)))' NZ(é _01)'

w multiplicateur de Lagrange.

Remarque : Si (v, ) est un minimiseur pour I(N), avec a # 0 et ¢ pair, alors v et «
sont de rang infini.

[LenLew10] E. Lenzmann, M. Lewin, Duke Math. J. 2010
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Réduction au probléme sans spin

Théoreme ([BacFroJon09]

Soit g = 2 et V' purement attractif.
Alors tout minimiseur est sous la forme

_ (T O o 0 T(1—17)
"=\o0 ~ R G s
avec T =T = 7". En particulier, M—=r.

Energie sans-spin

) =T(T)+5 [ Vi) (20:(0pe ) = Irx )P + VAT =)0 oy

Question : « #£ 07

[BacFroJon09] V. Bach, J. Frdhlich, L. Jonsson. J. Math.Phys 2009
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Discrétisation 1

Soit (V}) une suite d'espace de H1(RR3) tels que

Ve H'(R?) 3f, € Vi et |If — fullmmrsy — 0

Probleme de minimisation discrétisé

In(N) = inf {EHFB(’y,a) . (7, @) vérifient les contraintes ci-dessus et

YT = TRy = 7, QTp = Tha = Q)

ol 7 = projecteur orthogonal sur Vj.

Théoreme ([Paull])

Soit (yn, ap) un minimiseur pour le probléme approché In(N). Alors, a une
sous-suite prés et a translation prés, (v, ) tend vers un minimiseur du
probléme initial I(N), quand h — 0.

[Paull] S.P. Theése de doctorat, en préparation.
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Discrétisation 2

Vjy = Vect{ (Xi)1<i<Nb} sous-espace de Galerkin dans H(R3,C)

@ Matrice de recouvrement : Sj; = ((xi, x;j))ij, V1 <1i,j <Ny
@ Energie cinétique : t = ((xi, Txj))ij

G A

@ Matrice densité : I = <A s-1_¢

> tq FST < T, Tr(SG) = N/2

Energie discrétisée

EPFE(G, A) = Tr(tG) + % (2 Tr(G J(G)) — Tr(G K(G)) + Tr(A K(A)))

ob (J(G))j = 2o Gulij, kl) et (K(G))yj = 3oy Gualik, Jjl)
avec (i, k1) = [[ps,ms V' (x = y)xi()x; () xk(v)xi(y) dxdy
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Algorithme de Roothaan et Optimal Damping Algorithm

Construction de la suite ([ ',)nen : (Algorithme de point fixe)
rn-|—1 = S_1/2X(—c><3,0) (S_:L/zl__(rn)s_]-/2 - ,Un—l—lN) 8_1/2
Tr(SGp+1) = N/2

= Difficulté pour trouver (i1 ! (Dichotomie, Newton)
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Algorithme de Roothaan et Optimal Damping Algorithm

Construction de la suite ([ ',)nen : (Algorithme de point fixe)
{ Fpi1 = S_l/2X(—oo,0) (STV2E(M)S™Y2 = iy ) ST
Tr(SGp+1) = N/2
= Difficulté pour trouver (i1 ! (Dichotomie, Newton)

Roothaan ne se comporte pas toujours bien (oscillations) = ODA

[CanBri00] E. Cances, C. Le Bris. Int. J. Quantum Chem. 79 (2000)
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Convergence ou oscillations de I'algorithme de Roothaan

Théoreme ([Paull])

Soit (I'n)nen une suite générée par I'algorithme de Roothaan,
uniformément bien posée, i.e.

46 >0 t.qg. ‘F(rn) — /Ln+1N| >

On définit la fonctionnelle & deux variables :

gr,r = %Tr(tG)—k% Tr(tG')+% (2 Tr(G J(G'))-Tr(G K(G'))+Tr(A K(A’)))

N

@ La suite des itérés par Roothaan coincide avec celle obtenue en
minimisant G, alternativement par rapport a chaque variable.

o La suite (G(I2n, T2n+1))nen décroit vers une valeur stationnaire de G.

o La suite (T2, M2nt1)nen converge a extraction pres, vers un point
critique de G.

[CanBrioob] E. Cances, C. Le Bris. M2AN 34 (2000)
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Résultats : Roothaan vs ODA
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Energie de HF calculée avec Roothaan — et ODA —
pour N = 6 particules et N, =200 fns de base
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Résultats : Existence d'appariement
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Densités HF et HFB pour N = 6 particules et N, = 400 fns de base
Répartition des paires de Cooper —
Enp(6) = —0.400456 Enrs(6) = —0.408908
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Résultats : Taille du réseau
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Energie HF — et HFB — en fonction de la taille du réseau
pour N = 20 particules et N, = 400 fns de base
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