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Introduction

Le probleme

Quelques antécédents

Probleme elliptique indéfini (Helmholtz en 1D):

—Uxx — kK?u = f dans]0,1]
(P) u(0) = 0
ux(l) = wku(1)

avec 1% = —1,

k= ; > 0 nombre d'onde,
w="2" fréquence, avec X longueur d'onde,

A

¢ vitesse du son.
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Introduction

Le probleme

Quelques antécédents

@ H. Yserentant: bases hiérarchiques pour |'approximation en
éléments finis.

@ R. Temam: inconnues incrémentales pour |'approximation en
différences finies.

e H. C. Elman et al, Y. A. Erlangga et al, E. Turkel: méthodes
multigrilles classiques inefficaces pour ce type de probléeme a
cause de son caractére indéfini.

@ P. Poullet et A. Boag: approche multi-niveaux et méthodes
multigrilles classiques semblent éloignées mais ont des limites
similaires pour des problemes indéfinis.

= Utilisation de la stratégie introduite par H. Yserentant.
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Probléme variationnel considéré

Existence et Unicité d'une solution Continuité et c ité

Le résultat d'existence et d'unicité
Estimations

En prenant
V = {u € [3(0,1); ux € L?(0,1), u(0) = 0},
on a (P) < (Py): trouver u € V tel que, pour tout v € V,
1 1 1
/ uy Vxdx — aku(1)v(1) — k2/ uvdx :/ fvdx.
0 0 0

ou (Pyr): trouver u € V tel que, pour tout v € V,

1 1 1
b(u,v) = Re/ Uy Ve dx+Im [ku(l)v(l)]—sze/ uvdx = Re/ fvdx.
0 0 0
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Probléme variationnel considéré
Continuité et coercivité

Le résultat d'existence et d'unicité
Estimations

Existence et Unicité d'une solution

Proposition: La forme bilinéaire b(.,.) est continue sur V x V.
Preuve. Cauchy-Schwartz, inégalité de Poincaré et injection de
Sobolev. ]

Remarque: b n’est pas coercive mais satisfait une inégalité de
type Garding:

Yu € V,b(u,u) = ||ux||f = K*||ullfz,

1/2
avec |[u]| 2 = [fol yuy2dx] _
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Probleme ationnel considéré

Existence et Unicité d'une solution B
Continuit rcivité

Le résultat d'existence et d'unicité
Estimations

Proposition: Pour f € L2(0,1) et k > 0, le probleme (Pyr) a une
unique solution.
Preuve. Soit A et B les opérateurs définis par: V(u,v) € V2,

1
(Au,v) = Re/ uyVxdx et (Bu,v) = (Au,v) — b(u, v).
0

D'apres I'alternative de Fredholm,

(a) soit I'équation Au — Bu = f a une unique solution,

(b) soit I'équation Au — Bu = 0 n'admet pas la fonction nulle
comme solution.

Si u € V vérifie Au— Bu = 0 alors, en prenant comme fonction
test v = wu, on aurait u(1) = 0 et donc u vérifierait:

— U — k?u =0 dans D'(0,1), u(0) = u(1) = 0.

ie u =0, ce qui est impossible, d'ou (a). |
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Existence et Unicité d'une solution

avec K(x,s) = %e’k max(x:5) sin(k min(x, s)). Par conséquent, on a
kllulliz + uxll 2 < (1] 2-
De plus, le probleme adjoint (Pyra) :
trouver u € V tel que , Vv € V, b(v,u) = (f,v),
a une unique solution qui vérifie aussi

kllullz + lluxdlz < (]2
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Construction d’une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal
La preuve

Maillage

@ Grille grossiere:

1
h0:n+1 ./h()u _[X 1, X O]J_O "77n0+1'

@ On affine: chaque ij est divisé en 2 sous-intervalles K,l_1 et
KL, 1=0,...,2n9+ 1, et ainsi de suite jusqu'a un niveau dit
fin d.

@ Grille fine:

1 .
h:hd ~d - 1 Jhd)Kd_[X 17 d]a./:

0,...,,2%n0+1.
2dn +1 ’ ) no+
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Construction d’une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal

La preuve

@ Espace d'approximation:

Ve = {v, € C([0,1]), va(0) = 0, et Vhko € Pr, j=0,..., n°},

Vy = {vn € C°([0,1]), v4(0) = 0, et vy ya € Py, j=0,...,2%no}.
J

Onaalors VI c Vfc...cvh cvh
@ Opérateur d'interpolation relatif au niveau j:

Vu e C([0,1]), lju e \/J-h, liu(x) = u(x), for allx € {xé, A
e Décomposition multi-niveaux de V" = v/,

d
Yup € VI up = loup + Z(Ijuh — li_1up).
=1
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Construction d'une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal

La preuve

Théoréme: Supposons que hg soit tel que hok?* soit suffisamment
petit et k > 1. En notant

(Voh)L ={veV, b(uS, v) =0, for all ug € Voh}

on a b/((V{)1)? coercive. De plus, la résolution du probleme
variationnel discret:

1
(Pvrp) : trouver up € V"/Vv/7 e vh b(up, vp) = Re/ fvpdx,
0

a l'aide de la base hiérarchique, conduit a la résolution d'un
systéme linéaire de taille n = 1/h, qui se sépare en un systéme non
elliptique, inversible de taille 1/hg et un autre elliptique bien
conditionné.
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Construction d'une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal

La preuve

o Etape 1: Mq b/((V{§)1)? coercive (astuce de Nitsche). Soit
u € (VL. Pour ¢ solution de (Pyra), avec f = u, on a

1
Vv eV, b(v,p)= Re/ uvdx.
0

En prenant v = u et utilisant I'orthogonalité,

\V/C,Og € VOha ||U||i2 = b(uﬂp - 808)
D’apres EF standard, il existe ¢, (indépendante de h) tq

(so—sog)x

et la continuité de b donne
lull72 < ceho(1+ k + k) [l 2 |l 2 -
Et I'estimation d'lhlenburg-Babuska sur (Pyga) implique:

b(u, u) = |lux[fz — K*||ullf2 > (1 — 36¢2h3°%) [jux|l .

inf
epeVy

2 < cho [[pxxll 2 5
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Construction d'une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal

La preuve

o Etape 2: On considére la base hiérarchique associée a la

décomposition multi-niveaux 1, ...%¥m, ...%¥n, OU Y1, ...10y, est

1 M h 1 1
une base de I'espace grossier V' (1 m ~ 537, n~ ).

La résolution du probleme discret revient a résoudre le systeme

AU = F,

o A= [b(Yk )i jp ot F = |Re 5 Filj]

On écrit
A1l A
A= ,
( A Ax )

ol Au1 = [b(¥k, ¥j)];<; j<m ¢ restriction de b a (Voh)2.

1<j<n
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Construction d'une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal

La preuve

Ariur = f — Arauo,

AU=F &
{ Ax1ur + Axnup =

{ Ay = fi — Ao,
(Axy — An AT A)un = — A A,

car Ajp est inversible, d'aprées étape 1.
La lere équation est de petite taille par rapport au pb considéré et
la 2eéme demande d'inverser la matrice de Schur:

R = Ay — Ayt ALl An.
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Construction d'une base hiérarchique
Approximation par une méthode éléments finis multi-niveaux Le théoreme principal

La preuve

o Etape 3: Conditionnement x(R) = 6k?k(Ag), oti Ag est la
matrice du Laplacien usuel precondionné par la base
hiérarchique et d'aprés H. Yserentant, k(Ag) = O(d?). |
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Résultats numériques

@ Comportement du conditionnement avec nombre d'onde fixé
k = 16 et différentes valeurs de taille de méche fine h:

K(AS)

16°L —e—kh=112
—8—-kh=1/4
—O—kh=1/8
1P| F—kh=1/16
——kh=1/32
—%—kh = 1/64]
‘ i i i

10° 107 10 10° 10'
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Résultats numériques

o Comportement du conditionnement avec kh = 4 fixé et
différentes valeurs du nombre d'onde k:

10°

“[-o-k=s

@

—B—-k=16

—0—k=32

10° | k=64
| k=128

&k =256

|

J

120'2 10" 10’ 10" 10°
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Conclusion

o P. Poullet et A. Boag: résultats numériques en 2D et 3D.

@ Résultats théoriques en 2D: écrire la condition de radiation de
Sommerfeld u(x) ~ e en + co.

@ Référence: A multilevel method for solving the Helmholtz

equation: the analysis of the one-dimensional case (S.
Andouze, O. Goubet, P. Poullet). A paraitre dans [JNAM.
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