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◮ Transferts Terre-Lune
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◮ Transferts Terre-Lune
◮ Approximations par re
ollement de traje
toires
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toires
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Plan
1. Modélisation du système Terre-Lune-satellite2. Transferts à temps minimal3. Transferts à énergie minimale

◮ Transferts Terre-Lune
◮ Approximations par re
ollement de traje
toires
◮ Transferts au voisinage du point L14. Con
lusion et perspe
tives
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ModélisationLe mouvement du satellite entre la Terre et la Lune est modélisé par leproblème restreint des trois 
orps plan.Des
ription générale :Les primaires M1 et M2 sont en révolution 
ir
ulaire autour de leur 
entre demasse. Le 
orps M3 évolue dans le plan dé�ni par leur rotation sans in�uen
erleur mouvement. On suppose que M1 +M2 = 1, d(M1,M2) = 1.
Figure: Le système de 
oordonnées dynamiques (x , y) e�e
tue une rotation dans lesens trigonométrique relativement au système de 
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ModélisationDans le repère en rotation,
◮ la Terre est la primaire de masse 1 − µ de 
oordonnées (−µ, 0) ;
◮ la Lune est la primaire de masse µ de 
oordonnées (1 − µ, 0) ;
◮ Equations du mouvement du satellite

{ ẍ − 2ẏ − x = ∂V
∂xÿ + 2ẋ − y = ∂V
∂yoù −V est le potentiel du système dé�ni parV =

1− µ

̺31 +
µ

̺32ave

̺1 =

√

(x + µ)2 + y2, ̺2 =
√

(x − 1+ µ)2 + y2.
◮ Le problème admet 5 points d'équilibre

◮ Les points L1, L2 et L3 et situés sur l'axe y = 0 ;
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Modélisation
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Le problème restreint des trois 
orps 
ontr�léOn 
onsidère désormais l'a
tion de la for
e de propulsion u = (u1, u2) dumoteur sur le mouvement du satellite. On obtient le système de 
ontr�le
{ ẍ − 2ẏ − x = ∂V

∂x + u1ÿ + 2ẋ − y = ∂V
∂y + u2qui dé
rit la dynamique 
ontr�lée du satellite.En posant q = (x , y , ẋ , ẏ ), on le réé
rit sous forme du système de 
ontr�lebi-entrée q̇ = F0(q) + F1(q)u1 + F2(q)u2ave
F0(q) = 











q3q42q4 + q1 − (1 − µ) q1+µ

((q1+µ)2+q22) 32 − µ q1−1+µ

((q1−1+µ)2+q22) 32
−2q3 + q2 − (1− µ) q2

((q1+µ)2+q22) 32 − µ q2
((q1−1+µ)2+q22) 32 











,F1(q) = ∂

∂q3 , F2(q) = ∂

∂q4 .6/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Problème de transfert Terre-Lune en temps minimal
Obje
tif : Cal
uler une traje
toire minimisant le temps de transfert entrel'orbite géostationaire OG et une orbite de mise à poste 
ir
ulaire OL 
entréesur la Lune lorsque l'on applique une poussée faible.i.e 
al
uler une solution numérique du problème de 
ontr�le optimal

(P)























q̇ = F0(q) + ǫ(F1(q)u1 + F2(q)u2), ǫ > 0minu(.)∈B
R2(0,1) ∫ tft0 1.dtq(0) ∈ OG , q(tf ) ∈ OL.
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Appli
ation du PMP
◮ Condition de maximisation ⇒ si (H1,H2) 6= 0, on aui = Hi

√H21 + H22 , ave
 Hi (q, p) =< p,Fi (q) > .

◮ Cas normal ⇒ la traje
toire re
her
hée est la proje
tion d'une traje
toireextrémale solution du système di�érentiel Hamiltonienq̇(t) = ∂Hr
∂p (q(t), p(t)), ṗ(t) = −

∂Hr
∂q (q(t), p(t))que l'on réé
rit ż(t) = −→Hr (z(t))ave
 z = (q, p) et où Hr est le Hamiltonien réduitHr (q, p) = −1+ H0(q, p) +√

(H21 (q, p) + H22 (q, p)).
◮ Le problème 
onsiste don
 à 
al
uler numériquement 
es extrémales et àtester leur optimalité.8/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Conditions d'optimalité du se
ond ordreOn 
onsidère l'appli
ation exponentielleexpq0,t(p(0)) −→ Πq(z(t, z0)) = q(t, q0, p0)où z(t, z0), ave
 z(0) = (q(0), p(0)), est la traje
toire extrémale véri�antz(0, z0) = z0.Dé�nitionUn point q(t
) est dit géométriquement 
onjugué à q0 si l'appli
ation expq0,t
n'est pas une immersion en p0.Théorème (fondamental)Soit t1
 le premier temps 
onjugué géométrique le long de z. La traje
toire q(.)est lo
alement optimale sur [0, t1
 ) pour la topologie de L∞ ; si t > t1
 alors latraje
toire q(.) n'est pas lo
alement optimale sur [0, t].9/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Méthode de tir simpleOn exprime les 
onditions limites sous la formeR(z(0), z(tf )) = 0
⇒ les traje
toires extrémales z(t) = (q(t), p(t)) re
her
hées sont solutions duproblème aux 2 bouts

{ ż =
−→Hr (z(t))R(z(0), z(tf )) = 0.La 
ondition initiale q0 étant �xée, l'obje
tif est de déterminer un zéro de lafon
tion de tir E E : p0 −→ R(z0, ztf )

⇒ utilisation de la méthode méthode de Newton.Problème : On doit disposer d'une bonne approximation du zéro re
her
hé pourque la méthode de Newton 
onverge.10/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Méthode de 
ontinuationIdée : Considérer Hr 
omme l'élément H1 d'une famille (Hλ)λ∈[0,1] deHamiltoniens lisses
⇒ on 
onstruit une famille à un paramètre (Eλ)λ∈[0,1] de fon
tions de tir telleque l'équation asso
iée à E0 soit fa
ile à résoudre.S
héma :1. Pour λ = 0, on 
al
ule l'extrémale z0(t) sur [0, tf ] issue dez0(0) = (q0, p00) grâ
e à la méthode de tir.2. On 
hoisit une dis
rétisation 0 = λ0, λ1, . . . , λN = 1 telle que l'équationde tir soit résolue en λi+1 grâ
e à la solution en λi .3. On 
onstruit une famille p00 ,. . .,pN0 de zéros des fon
tions Eλ0 ,. . .,EλN .La justi�
ation théorique de la méthode de 
ontinuation repose sur le résultatsuivant.ThéorèmePour 
haque λ, la fon
tion exponentielle expλq0,tf est de rang maximal ssi lepoint q1 = expλq0,tf (p(0)) n'est pas 
onjugué à q0. De plus, les solutions del'équation de tir paramétrée 
ontiennent une 
ourbe lisse qui peut êtreparametrée par λ.11/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Continuation sur la poussée maximale autoriséeIdée : Pour déterminer des extrémales à temps minimal, on utilise une
ontinuation sur le paramètre ǫ.Justi�
ation : Plus la poussée est forte, plus le temps de transfert est 
ourt etla méthode de tir fa
ile à initialiser.Optimalité : véri�ée grâ
e aux 
onditions du se
ond ordre.2 
as :
◮ Transferts Terre-L1 i.e première phase du transfert Terre-Lune.Continuation initialisée 
ar la méthode tir 
onverge à poussée forte .
◮ Transferts Terre-Lune. Continuation initialisée en utilisant l'extrémaleTerre-L1.
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Traje
toires Terre-L1 à temps minimal
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Traje
toires Terre-Lune à temps minimal
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Problème de transfert Terre-Lune à énergie minimale
Obje
tif : Atteindre l'orbite de mise à poste 
ir
ulaire OL 
entrée sur la Lunedepuis l'orbite géostationaire OG en minimisant le 
oût L2 du 
ontr�le u le longdu transfert.i.e résoudre le problème de 
ontr�le optimal

(P)























q̇ = F0(q) + F1(q)u1 + F2(q)u2minu(.)∈R2 ∫ tft0 u21 + u22dtq(0) ∈ OG , q(tf ) ∈ OL.
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Continuation sur la masse réduitePMP
◮ Condition de maximisation ⇒ ui = Hi .
◮ Cas normal ⇒ la traje
toire re
her
hée est la proje
tion d'une extrémalesolution du système ż(t) = −→Hr (z(t))ave
 Hr (z) = H0(z) + 12 (H21 (z) + H22 (z)).Idée : Utiliser une 
ontinuation sur le paramètre µ.Justi�
ation : On relie ainsi les traje
toires du problème de Kepler (intégrable)aux traje
toires du problème des 3 
orps restreint.Optimalité : véri�ée grâ
e aux 
onditions du se
ond ordre.2 
as :
◮ Transferts Terre-L1 i.e première phase du transfert Terre-Lune.Continuation initialisée grâ
e à une solution du problème de Kepler.
◮ Transferts Terre-Lune. Continuation initialisée en utilisant l'extrémaleTerre-L1.16/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Traje
toires Terre-L1 à énergie minimale
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Traje
toires Terre-Lune à énergie minimale
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Re
ollement de traje
toires à énergie minimalePrin
ipe : Approximer le transfert Terre-Lune à energie minimale en ledé
oupant en 3 phases :
◮ Phase 1 : transfert entre 2 orbites kepleriennes dans la zone d'attra
tionterrestre, 
onservation de l'argument du périgée ;
◮ Phase 2 : passage au voisinage du point L1 où les in�uen
es terrestre etlunaire se 
ompensent ;
◮ Phase 3 : transfert entre 2 orbites kepleriennes dans la zone d'attra
tionlunaire.
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Transfert Keplerien dans le 
hamp d'attra
tion terrestreLa première phase du transfert est 
omparable à un transfert keplerien del'orbite géostationnaire vers l'orbite dé
rite par les éléments orbitauxa = 6.11e − 1, e = 4e − 1, θ = 6π/5.Remarque : L'argument du périgée θ est don
 préservé le long du transfert.
⇒ Approximation par moyennation de la traje
toire optimale,Utilisation des 
oordonnées plates dans lesquelles les traje
toires optimalessont des droites.
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Transfert au voisinage de L1Le mouvement du satellite est dé
rit par l'équation linéarisée de la dynamique
ontr�lée des trois 
orps plan au voisinage de L1q̇ = Aq + Bu.Prin
ipe du maximum
⇒ u∗(t) = BTp∗(t)et le 
ouple (q∗, p∗) est solution du systèmeq̇ = Aq + BBTp, ṗ = −ATp.Variation de la 
onstante

⇒ p∗0 =
[

∫ tf0 exp−As BBT exp−AT s ds]−1
(exp−AT tf qf − q0)

⇒ 
al
ul de la traje
toire optimale par intégration numérique.
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Transfert Keplerien dans le 
hamp d'attra
tion lunaireLa troisième phase 
onsiste à transférer le satellite de l'orbite dé�nie para = 1.05e − 1, e = 4e − 1, θ = 0jusqu'à l'orbite 
ir
ulaire 
entrée sur la Lune.Remarque : On impose la préservation de l'argument du périgée θ le long dutransfert.
⇒ On reproduit la méthode employée pour approximer la première phasedu transfert,Te
hnique de moyennation, 
oordonnées plates.
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Bilan du re
ollement
◮ Moyennation appropriée pour simuler les phases 1 et 3 ;
◮ Poussée maximale de l'ordre de 0.4N au voisinage de L1.
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Dynamique au voisinage du point d'équilibre L1On 
onsidère le problème des 3 
orps restreint spatial :
◮ L1 est l'origine des 
oordonnées ;
◮ γ=d(L1,Lune) est l'unité de distan
e.

⇒ Equations du mouvement :










ẍ − 2ẏ − (1 + 
2)x = ∂
∂x ∑n≥3 
nρnPn( xρ )ÿ + 2ẋ + (
2 − 1)y = ∂
∂y ∑n≥3 
nρnPn( xρ )z̈ + 
2z = ∂

∂z ∑n≥3 
nρnPn( xρ )ave
 Pn le n-ième polyn�me de Legendre et
n(µ) = γ−3(µ+ (−1)n(1− µ)(
γ1− γ

)n+1)
ρ = x2 + y2 + z2.
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Dynamique au voisinage du point d'équilibre L1Equations du mouvement linéarisées :






ẍ − 2ẏ − (1+ 
2)x = 0ÿ + 2ẋ + (
2 − 1)y = 0z̈ + 
2z = 0.Posons px = ẋ − y , py = ẏ + x et pz = ż
⇒ Formalisme hamiltonien des équations linéariséesH =

12 (p2x + p2y + p2z ) + ypx − xpy + 
2(−x2 + y22 +
z22 ).On applique une transformation symple
tique A

⇒ Forme normaleH = λ1q1p1 + ω12 (q22 + p22) + ω22 (q23 + p23).25/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Flot dans la région d'équilibre
La région d'équilibre R est déterminée parH = h, et |p1 − q1| ≤ 
ave
 h et 
 deux 
onstantes positives
⇒ pour 
haque p1 − q1 ∈ [−
, 
], l'égalité H = h détermine la 4-sphère

λ4 (q1 + p1)2 = h +
λ4 (p1 − q1)2 − ω12 (q22 + p22)− ω22 (q23 + p23)

⇒ R est homéomorphe au produit d'une 4-sphère et d'un intervalle.
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Flot dans la région d'équilibre
(a) proje
tion sur (q1, p1) (b) proje
tion sur (q2, p2) (
) proje
tion sur (q3, p3)Figure: Flot dans la région d'équilibre. (a) Proje
tion des orbites sur le plan (q1 , p1).Le point 
entral représente la 3-sphère d'orbites périodiques et quasi-périodiques. Lesdroites A et les bran
hes d'hyperboles T et NT sont les proje
tions des orbitesasymptotiques, de transit et de non-transit. (b) Proje
tion de l'os
illateur harmoniquesur le plan (q2, p2). (
) Proje
tion de l'os
illateur harmonique sur le plan (q3, p3).Proje
tion sur le plan q1p1 ⇒ stru
ture de variétés invariantesW s

+(S3h ) = {q1 = 0, p1 6= 0, ω12 (q22 + p2)2 + ω22 (q23 + p23) = h}W u
+(S3h ) = {q1 6= 0, p1 = 0, ω12 (q22 + p2)2 + ω22 (q23 + p23) = h}.27/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Système de 
ontr�le linéarisé autour de L1Equations du mouvement 
ontr�lé :ż = Az + Buave
 z = (q,p) etA =









λ1 0 0 0 0 00 0 0 0 ω1 00 0 0 0 0 ω20 0 0 −λ1 0 00 −ω1 0 0 0 00 0 −ω2 0 0 0 







,

B =























2λ1s1 λ
21−2
2−1s1 02ω1s2 −ω
21−2
2−1s2 0

λ
21−2
2−1s1 0 00 0 02λ1s1 λ

21−2
2−1s1 00 −
ω
21−2
2−1λ1s1 00 0 1

√
ω2























.
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Transfert à énergie minimale au voisinage du point L1
Obje
tif : Atteindre la bran
he positive de la variété instable W u

+(S3h ) depuis labran
he positive de la variété stable W s
+(S3h ) en minimisant le 
out énergétiquedu 
ontr�le le long du transferti.e résoudre le problème de 
ontr�le optimal

(P ′)























ż = Az + Buminu(.)∈R3 ∫ tft0 u21 + u22 + u23dtz(0) ∈ W s
+(S3h ), z(tf ) ∈ W u

+(S3h ).
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Prin
ipe du maximum dans le 
as linéaire quadratiqueIl existe un unique 
ontr�le optimal u∗ ; la réponse optimale z∗ et le ve
teuradjoint 
orrespondant η∗ sont solutions du système














ż = Az + BBTηT
η̇ = −ηAz(0) = z0 ∈ W s
+(S3h ), z(tf ) ∈ ∂W u

+(S3h )
η(tf ) est interieur et normal à W u

+(S3h ) en z(tf )et u∗ est donné par u∗(t) = U−1BTηT (t).On résout le système ⇒

( z(t)
η(t) )

= exptC ( z0
η0 ) ave
C =

( A BBT0 −AT )

.Le 
ontr�le optimal s'é
ritu∗(t) = 



2λ1s1 (η0q1e−λ1t + η0p1 eλ1t ) − 2ω1s2 (η0q2 
os(ω1t) + η0p2 sin(ω1t))
λ
21−2
2−1s1 (−η0q1 e−λ1t + η0p1 eλ1t ) − ω

21+2
2+1s2 (η0p2 
os(ω1t) − η0q2 sin(ω1t))1
√

ω2 (η0p3 
os(ω2t) − η0q3 sin(ω2t)) 
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Equation de Ri

atiLe 
ontr�le optimal u∗ est un 
ontr�le feedba
k donné paru = U−1BTE (t)z(t)où E est solution de l'équation matri
ielle de Ri

ati


















Ė = −ATE − EA− EBbTEE (tf ) = Q =







0 0 0 0 0 00 ω1 0 0 0 00 0 ω2 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 ω1 00 0 0 0 0 ω2 



où U = IdR6 . Ce
i dé
oule du fait que η∗ satisfait la 
ondition �nale
η(tf ) = −zT (tf )Q.

⇒ on �xe z∗(0) puis on pratique une intégration rétrograde de l'équationmatri
ielle de Ri

ati pour 
al
uler l'état adjoint initial η∗(0) asso
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Problème non-linéaire de 
ontr�le optimalOn garde la notation z = (q, p)
⇒ le problème s'é
rit

(P ′′)







ż = F0(z) +∑3i=1 uiFi (z)minu(.)∈R3 ∫ tft0 u21 + u22 + u23dtz(0) ∈ W s
α(S3h ), z(tf) ∈ W u

α(S3h )ave
F0(z) = 















p1 + q2p2 − q1p3
∂

∂q1 ∑n≥2 
nρnPn( q1ρ ) + p2− q1
∂

∂q2 ∑n≥2 
nρnPn( q1ρ )− p1− q2
∂

∂q3 ∑n≥2 
nρnPn( q1ρ )

















, Fi (z) = ∂

∂pi , i = 1, 2, 3.
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Appli
ation du PMP
◮ le 
ouple (z , η) est solution du système Hamiltonien asso
ié auhamiltonien réduitHr (z , η) = H0(z , η) + 12 (η24 + η25 + η26) ;
◮ On doit obtenir la 
ondition de transversalité �nale

η(tf) ⊥ Tz(tf)W u
α(S3h ) ;

◮ Les 
onditions �nales z(tf) ∈ W u
α(S3h ) et η(tf) ⊥ Tz(tf)W u

α(S3h ) s'expriment
γ(z(tf)) = 0 ave


γ : x ∈ R
12 →

















x1 − αx4
ω12 (x22 + x25 ) + ω22 (x23 + x26 )− h

< (x7, . . . , x12), h1 >
< (x7, . . . , x12), h2 >
< (x7, . . . , x12), h3 >















ave
 Tz(tf )W u
α(S3h ) = Ve
t{h1, h2, h3} ;

◮ La fon
tion γ permet de dé�nir la fon
tion de tir asso
iée au problème.33/39 Gautier PICOT Contr�le géométrique et méthodes numériques appliqués au problème de transfert à poussée faible dans le système Terre-Lune



Cal
ul numérique des traje
toires optimales
◮ On initialise la méthode de tir grâ
e à la 
ondition initiale (z∗0 , η∗0 ) duproblème de 
ontr�le linéarisé

⇒ On 
al
ule les extrémales du problème de la minimisation du 
oûténergétique entre les variétés invariantes.
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Proje
tions des traje
toires extrémales sur le plan p1q1.
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Norme des 
ontr�les extrémaux
(d) α = 0.05 (e) α = 0.6
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Con
lusion
◮ Premières appli
ations de méthodes numériques indire
tes de 
ontr�leoptimal pour l'étude du problème des trois 
orps restreint ;
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Mer
i...
...de votre attention !
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