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Une définitio

Cadre de travail :

@ Structures crées a partir d'une homogénéisation de petits patch constitué
de matériau physiques.

o Comportement exotique a certaines fréquences.
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(a) Réseau périodique de S.R.R (b) Partie réelle des paramétres homo-
généisés

Fig.: Partie réelles de € et u d'un réseau périodique de SRR,
Kanté B., A. De Lustrac et als, Metamaterials for optical and radio
communications.
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Exemples d’applications

Applications des métamatériaux :
@ Super-Lentille, (avec des indices de réfraction négatifs).
@ Miroir d'Alice.
@ Contréle de la lumiére (avec des cristaux photoniques).

Invisibilité.

@ Protection sismiques pour des batiments (avec des métamatériaux
absorbants).
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Présentation du probleme J
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Position du probleme

Hypothéses :

e Q C R® = un ouvert borné de classe C? de normale unitaire sortante n.

o Métamatériaux = milieux compacts.

Fig.: Géometrie du probleme
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Equations de Maxwell-Drude-Born-Fedorov

Systeme de MDBF :

Trouver (E, H) € D(M) tel que :
{ (ke +m) () =1, (@)

avec .

D(M) = {(E, H) € H(curl,Q)* | n(x) x (E + A(x)(n(x) x H)) =0, H*I/Z(ag)}

. 0 —Vx
”_’W+”’M_<VX 0 )

et :

(s —pB(P)e(P)ls \ ' [ pe(p)ls 0 xIs
K(p,x) = ( pA(p)u(p)ls Is ) ( 0x1Is  pu(p)ls )

Yu € C*,Re (A + A*)u, @) > alul®.
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Un probleme lié a la présence de métamatériaux

But

Donner des conditions sur les parameétres du métamatériau homogénéisé afin
d’'obtenir I'existence et |'unicité de solution au systeme de
Maxwell-Drude-Born-Fedorov.

Probléeme

Parameétres physiques du milieu considéré dépendent de la fréquence et peuvent
devenir négatifs autour de certains p.

Motivation : Schémas numériques ?
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Un exemple : réseau périodique de S.R.R
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Fig.: Réseau périodique de S.R.R

Parameétres homogénéisés

() = (14 3 ) B [l ] = (14 ) B (o, 0] =
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Résultat principal J

H Cocquet, V. Mouysset et Mazet Sur I'existence



Résultat principal

Hypothéses sur le métamatériau :
o (Regularité en x) K(p,.) € C*(Q, Hom(C®)), ¥(p, x) € Do x Q.
o (Regularité en p) K{(.,x) est holomorphe et inversible pour p € Dy.

o ("Classique”) Il existe po € D tel que K(po), j = 0,1 est comparable a
I'identité.

Théoréme

Supposons que :

o (Regularité en x )-(Regularité en p)-("Classique”) sont vérifiées,
o f € H(div,Q)*.

Alors le systéme de MDBF est bien posé pour tout p € Do\S o S est un
sous-ensemble discret, localement finis et éventuellement vide de Dy.
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"Elliptisation” des équations de Maxwell (1)

Prise en compte de la divergence : En développant div (K(p) (E, H))", il
vient :

ker 26 (5 )+ (e ) = K@) dvn.

Equations de MDBF "élliptisées” :

Trouver (¢, E, H, 1) € H}(Q) x D(M) N (H(div,Q))* x H3(Q) tel que :

E Vo \ _
(K(p,x) + M) o)t Vi) =f, xeQ

kor 26 (5 )+ (k) ) K (7)) = K tain.

P.H Cocquet, V. Mouysset et P.A Mazet Sur I’ sten




"Elliptisation” des équations de Maxwell (2)

Considérons I'opérateur non-borné fermé (dans L?(Q)®) suivant :
o D(T) = H3(Q) x D(M) N (H(div,Q))* x Hi(Q),

0 div 0 0
o T — v 0 -Vx 0
0 Vx 0 \Y
0 0 div 0

On doit ainsi résoudre le systeme :

Probleme de MDBF "élliptisé”

{ Trouver U = (¢, E, H,) € D(T) tel que :
(K(p,x) +T)U = F(p), L*(Q)°.
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Equivalence avec le probleme de départ :

Supposons que F(p) = ({K(p)'div(f)},,f,{K(p) 'div(f)},) avec
f € H(div,Q)?. Alors o = = 0 et (E, H) sont solutions des équations de
MDBF avec f comme second membre.

Preuve.

o div(VxE)=0= ( 2:2 ) = div(f) — div (K(p)( 5 ))

@ La seconde équation donne :

(1)-o0-ar(s0( 5))

Trouver ¥ € H3(Q) tel que :

o Ainsi, ¢, 9 vérifient : { At —1p =0,

= (Lax — Milgram) p =19 =0. m
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Inversibilité en p = pg :

L opérateur (R (po) + T,D(T)) est inversible a résolvante compacte.

Preuve.
o L'opérateur (T, D(T)) est maximal monotone.
o L'injection D(T) «— L?(Q)® est compacte.
— Pour tout o > 0, 'opérateur (a + T) ™" € B(L*(R)?) est compact.

Equation de type Fredholm a résoudre :

Trouver U € L*(Q)® tel que :
(1+@+1)7 (K@) -a)) U= (a+T) " F=F.

o F=0= (Lemme) ¢ =1 = 0 et (E, H) vérifient les équations de MDBF
avec f = 0.

@ K(po) coercif (par ("Classique”)) = E = H = 0.

L'alternative de Fredholm achéve alors la preu
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Fin de la preuve :

o Par ((Regularité en x)-(Regularité en p)), la famille
(R(p) + T, D(’]T))PGD0 est une famille holomorphe de type (A) a
résolvante compacte pour p = po.
= (Kato) la résolvante de (!N((p) + T, D(’]I‘)) est compacte pour tout

p € Do.
o La theorie de Fredholm analytique et I'inversibilité de (R(po) +T, D(’JI‘))

permet ainsi de montrer que (R(p) + T,D(T)) est inversible pour tout
p € Do\S.

e En prenant F(p) = ({K(p) 'div(f)},,f, {K(p) ‘div(f)},) avec
f € H(div,Q)? on obtient I'inversibilité de (K(p) + M, D(M)) pour tout
pEc Do\s
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Applications J
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Réseau périodique de Split-Ring-Resonator
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Fig.: Réseau périodique de S.R.R
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Parametres homogénéisés

(o)) = (14 3 ) B [l ] = (14 =) B (o, 0] =

., r—y/M2—4w2 [ r2—4u02
o Regularités en x-et en p pour Dy = (C\{ \/2 *0 0, +\/2 “o }

o "Classique” vérifiée pour po = g
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Fig.: Schéma d'un réseau de "particle resonator”

Parametres homogénéisés

Q“p2
wg+p2—py

Qewl
WEP’Y 3, [N(P>X)] = Hb —

18(p, )] = s

(W2+P —pv) Is,

[e(p, x)] = e + Is,
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Conclusions et perspectives J
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Conclusion :

@ Métamatériaux régulier = Probleme de MDBF bien-posé.
Perspectives :

@ Obtenir un résultat similaire avec des métamatériaux régulier par morceaux
(ot L®).

o Convergence des schémas numériques usuels (éléments finis, Galerkin
discontinus, ...).

e Etude d’autres systémes faisant intervenir des métamatériaux (élasticité
linéaire, systeme de I'acoustique).
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Merci de votre attention.
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