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Modélisation mathématique du problème
Résolution numérique du problème

Résultats numériques et interprétation
Perspectives d’avenir

Modélisation mathématique..... (1)

Deux avions de même type (Airbus A3XX) doivent attérir
successivement sur une seule piste d’un aéroport donné.

Le mouvement 3-D de chaque avion s’analyse à l’aide de trois
repères : Le repère terrestre Ro , le repère aérodynamique Ra,
le repère avion Rb.

Lois générales et équations de mouvement :

∑−→
F exti − dmi

dt

−→
Vai =

mid
−→
V ai

dt
∑−→

M extGi
= d

dt
[IGi

−→
Ω i ]

(1)

où i = 1, 2 est l’indice avion.

La dérivation de
−→
X est donnée par

d
−→
X

dt
|RO

=
d
−→
X

dt Ra

+
−→
ΩRa/RO

×−→
X
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Modélisation mathématique..... (2)

Quelques hypothèses de simplification

1 Le vent est constant.

2 Les coordonnées moteur sont négligées.

3 L’accélération complémentaire de chaque avion est négligée.

4 Sous les différentes simplifications et moyenant quelques
transformations mathématiques, les équations générales de
mouvement de l’avion i prenent la forme suivante.
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Modélisation mathématique..... (3)

V̇ai = 1
mi
[−migsinγai − 1

2ρSV
2
ai
CD

+(cosαai cosβai + sinβai + sinαai cosβai )Fxi − dmi

dt
ui ]

β̇ai = 1
miVai

[migcosγai sinµai +
1
2ρSV

2
ai
Cyi

+[−cosαai sinβai + cosβai − sinαai sinβai ]Fyi − dmi

dt
vi ]

α̇ai = 1
miVai

cosβai
[migcosγai cosµai − 1

2ρSV
2
ai
CLi

+[−sinαai + cosαai ]Fzi − dmi

dt
wi ]

ṗi = C
AC−E2{riqi (B − C )− Epiqi +

1
2ρSlV

2
ai
Cli}

+ E
AC−E2{piqi (A− B)− Eriqi +

1
2ρSlV

2
ai
Cni

q̇i = 1
B
{−ripi(A− C )− E (p2i − r2i ) +

1
2ρSlV

2
ai
Cmi}
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Modélisation mathématique du problème
Résolution numérique du problème

Résultats numériques et interprétation
Perspectives d’avenir

Modélisation mathématique..... (4)

ṙi = E
AC−E2 {riqi(B − C ) + Epiqi +

1
2ρSlV

2
ai
Cli

+ A
AC−E2 {piqi(A− B)− Eriqi +

1
2ρSlV

2
ai
Cni}

ẊGi
= Vai cosγai cosχai ,

ẎGi
= Vai cosγai sinχai ,

ŻGi
= −Vai sinγai

φ̇i = pi + qisinφi tanθi + ricosφi tanθi ,

θ̇i = qicosφi − ri sinφi
ψ̇i = sinφi

cosθi
qi +

cosφi

cosθi
ri ,

ṁi =
−2.01×10−5(Φ−µi−

Ki
ηc

)
√
Θ

√
5ηn(1+ηtfi λ)

√

Gi+0.2M2
i

ηdi
ηtfi

λ−(1−λ)Mi

P0δxi
ρi
ρ0
(1−Mi +

M2
i

2 )

(2)
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Modélisation mathématique du problème
Résolution numérique du problème

Résultats numériques et interprétation
Perspectives d’avenir

Modélisation mathématique..... (5)

mi est la masse de l’avion , variable à cause de la
consommation du carburant.

Transformation du système (2) en fonction d’état, la
dynamique de l’avion s’écrit :

dyi (t)
dt

= fi(yi (t),ui (t)), i = 1, 2
∀t ∈ [0,T ], yi (0) = yi0

(3)
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Modélisation mathématique..... (6)

Fonction coût, cas d’un seul avion

SEL = 10log
[

1
to

∫ t1f
t10

100.1LA1,dt (t)dt
]

∀t ∈ [t10, t1f ]
(4)
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Modélisation mathématique..... (7)

Modélisation de la fonction coût, cas de deux avions sans
retard :

SEL1 = 10log
[

1
to

∫ t20
t10

100.1LA1,dt (t)dt
]

, t ∈ [t10, t20]

SEL12 = SEL11 ⊕ SEL21
= 10 log[ 1

to

∫ t1f
t20

100.1LA1,dt (t)dt

+ 1
to

∫ t1f
t20

100.1LA2,dt (t)dt], t ∈ [t20, t1f ]

SEL2 = 10 log
[

1
to

∫ t2f
t1f

100.1LA2,dt (t)dt
]

, t ∈ [t1f , t2f ]

SELG = (t20−t10)SEL1⊕(t1f −t20)SEL12⊕(t2f −t1f )SEL2
t2f −t10

= 10 log{ 1
t2f −t10

[(t20 − t10)
∫ t20
t10

100.1LA1(t)dt

+(t1f − t20)
∫ t1f
t20

100.1LA1(t)dt + (t1f − t20)
∫ t1f
t20

100.1LA2(t)dt

+(t2f − t1f )
∫ t2f
t1f

100.1LA2(t)dt, ]}, t ∈ [t10, t2f ]

(5)
SELG bruit de deux avions et ⊕ signifie l’addition acoustique.
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Modélisation mathématique..... (8)

Les nivaux de bruit de l’avion au point d’observation :
LAi (t) = LRef − 20log10R +∆atm +∆ground +∆v +∆f ,

soit LAi (t) = 141 + 10 log

(

ρ1
ρ

)w

+ 10 log

(

Ve

c

)7.5

+

10 log s1 + 3 log

(

2s1
πd2

1

+ 0.5

)

+ 5 log
τ1
τ2

+

10 log











(

1− v2
v1

)me

+ 1.2

(

1 +
s2v

2
2

s1v21

)4

(

1 +
s2
s1

)3











− 20 logR +∆V +

10 log

[

(

ρ

ρISA

)2 ( c

cISA

)4
]
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Modélisation mathématique..... (9)

v1 vitesse de jet à l’entrée de la tuyère, v2 vitesse de jet à la
sortie de la tuyère, τ1 température à l’entrée de la tuyère, τ2
température à la sortie de la tuyère,
ρ masse volumique de l’air, ρ1 masse volumique
atmosphérique à l’entrée de la tuyère, ρISA masse volumique
atmosphérique au sol,
s1 surface d’entrée de la tuyère hydraulique du moteur, s2
surface de sortie de la tuyère hydraulique du moteur, d1
diamètre d’entrée de la tuyère hydraulique du moteur,
Ve = v1[1− (V /v1) cos(αp)]

2/3 vitesse effective, αp angle
entre l’axe du moteur et l’axe de l’avion, R distance
source-observateur,

w =
3(Ve/c)

3.5

0.6 + (Ve/c)3.5
− 1 variable exposante, c vitesse du son

(m/s),
F. Nahayo En collaboration avec M. Haddou, S. Khardi et M. HamadicheTwo-Aircraft Optimal Control Problem.The in-flight noise reduction
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Modélisation mathématique..... (10)

me variable exposante, dépendant du type d’avion,

me = 1.1

√

s2
s1
;

s2
s1
< 29.7 , me = 6.0;

s2
s1

≥ 29.7,

∆V = −15log(CD (Mc , θ))− 10log(1 −Mcosθ) convection
Doppler

CD(Mc , θ) = [(1 +Mccosθ)
2 + 0.04M2

c ], M nombre de Mac
de l’avion, Mc = 0.62(v1 − Vcos(αp))�c nombre de Mac de
convection, θ angle d’émission.
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Modélisation mathématique..... (11)

La fonction objectif s’écrit

J : C 1((0,T ),R13)× C 1((0,T ),R4) −→ R

(y(t),u(t) −→ J12(y(.),u(.)) =
∫

t′
g(y(t),u(t))dt

où J12(y(.),u(.)) est le niveau de bruit global de la formule
(5).

Résoudre un problème de commande optimale dans le cas du
problème de deux avions en approche doit se faire dans des
domaines de vol réalistes.

Les procédures opérationnelles de vol doivent respecter
certaines limites en rapport avec la sécurité de l’appareil, la
vitesse et les modes opérationnelles de l’avion.
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Modélisation mathématique..... (12)

Modélisation de la fonction coût, cas du deuxième avion en
retard de δt par rapport au premier :

J(y(.),u(.)) =
∫ t0+δt
t0

100.1LA1(t)dt

J(y(.),u(.)) =
∫ tf
t0+δt

[100.1LA1(t) + 100.1LA2(t−δt )]dt

J(y(.),u(.)) =
∫ tf +δt
tf

100.1LA2(t−δt)dt

(6)

où LA2(t) = LA1(t).
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Modélisation mathématique du problème
Résolution numérique du problème

Résultats numériques et interprétation
Perspectives d’avenir

Modélisation mathématique..... (13)

Les deux avions sont séparés moyenant : X12 = X2 − X1 où
X1 = (XG1,YG1,ZG1) et X

2 = (XG2,YG2,ZG2).

La vitesse doit être bornée comme suit : 1.13Vs ≤ Vai ≤ Vf .

Le contrôle de l’avion δ(t) = (δli (t), δmi (t), δni (t), δxi (t)) doit
osciller entre la position maximale et minimale.

La masse doit varier selon mo < mi < mf , i = 1, 2.

La formulation de toutes les contraintes :

ki : R13 × R4 −→ R17

(yi (t),ui (t)) −→ ki (yi (t),ui (t)),
k1i (yi (t),ui (t)) ≤ 0,
k2i (yi (t),ui (t)) ≥ 0

(7)
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Modélisation mathématique..... (14)

Mathématiquement, le problème de contrôle optimal se
présente comme suit :















minu∈U J12(y(.),u(.)) =
∫ t2f
t10 g(y(t),u(t))dt

ẏ(t) = f(y(t),u(t)), t ∈ [t10, t2f ]
k1i (y,u, t) ≤ 0, t10 = 0, y(0) = yo ,u(0) = uo
k2i (y,u, t) ≥ 0, i = 1, 2

(8)

k1i (y,u, t) = (γi − γimax , χi − χimax ,Vi − Vimax , xi − ximax ,
yi − yimax , hi − himax , αi − αimax ,
δxi − δximax , µi − µimax ,mi −mimax),

k2i (y,u, t) = (γi − γimin, χi − χimin,Vi − Vimin, xi − ximin,
yi − yimin, hi − himin, αi − αimin,
δxi − δximin, µi − µimin,mi −mimin).

(9)
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Démarche de discrétisation du problème de deux avions (1)

1 Subdiviser l’intervalle de temps [t10, t2f ],
h = tn+1 − tn = tf −t0

N
, N nombre de discrétisation.

2 Pour 0 ≤ n ≤ N,

minu∈U J12(yn,un)
l1 = hf(tn, yn,un)

l2 = hf(tn +
h
2 , yn +

l1
2 ,un)

l3 = hf(tn +
h
2 , yn +

l2
2 ,un)

l4 = hf(tn + h, yn + l3,un), tn+1 = tn + h
yn+1 = yn +

1
6(l1 + 2l2 + 2l3 + l4)

µ1k1(y(tn),u(tn)) = 0, µ2k2(y(tn),u(tn)) = 0,
µ1 ≤ 0, µ2 ≥ 0
Ecrire tn+1 = tn + h, yn+1.

(10)

3 Arrêt.
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Démarche de résolution du problème de deux avions (2)

Une methode de type SQP.

Une méthode de type points intérieurs
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Quelques résultats numériques, Cas de deux avions sans
retard (1)
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Figure: Aircraft optimal noise levels
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Quelques résultats numériques, Premier cas (2)
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Figure: Evolution of the two-aircraft optimal trajectories and speeds.
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Quelques résultats numériques, Premier cas (3)
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Quelques résultats numériques, Premier cas (4)
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Figure: Second aircraft flight path angles
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Quelques résultats numériques, Premier cas (5)
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Quelques résultats numériques, Cas avec retard (1)
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Figure: Optimal noise levels
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Quelques résultats numériques, Deuxième cas (2)
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Figure: Aircraft optimal trajectories and speeds
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Quelques résultats numériques, Deuxième cas (3)
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Quelques résultats numériques, Deuxième cas (4)
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Figure: Second aircraft flight angles
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Quelques résultats numériques, Deuxième cas (5)

0 100 200 300 400 500 600
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
First  Aircraft Throttle versus time

Time (s)

A
irc

ra
ft 

th
ro

ttl
e 

po
si

tio
n 

 

 
δ

x1

0 100 200 300 400 500 600 700
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
Second Aircraft Throttle versus time

Time (s)

A
irc

ra
ft 

th
ro

ttl
e 

po
si

tio
n 

 

 
δ

x2

Figure: Aircraft throtle evolution
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Interprétation des résultats

Trajectoire optimale obtenue, Déscente continue,
procédures d’approche optimales

Les contraintes de vol sont respectées

Cas académique non pratique en réalité.
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Quelques perspectives d’avenir

Etendre le modèle pour plus de deux avions en supposant que
les avions viennent d’une même direction

Considerer toujours un attérissage sur une même piste ou
deux pistes parallèles

Varier le type des avions

Proposer une trajectoire optimale suivie par tout un groupe
d’avions attérissant dans un aéropport.

Comme pour le cas un seul avion, prendre en compte la
consommation comme fonction objectif.

Utiliser une méthode indirecte pour conforter les résultats
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Validation et Publication des résultats
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Merci pour votre attention !
Vos suggestions et questions sont les bienvenues.
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Annexe (1)

1 Vai est la vitesse aérodynamique dont les composantes sont
ui , vi ,wi , βai est l’angle de dérapage aérodynamique,αai est
l’angle d’attaque

2 pi , qi , ri sont respectivement les vitesse de roulis, de tangage
et de lacet de l’avion relative à la terre.

3 XGi ,YGi ,ZGi expriment la position de l’avion.
4 φi est l’angle de roulis, θi est l’angle de tangage et ψi l’angle

de lacet.
5 A,B,C,E sont les moments d’inertie de l’avion.
6 (Cli ,Cmi ,Cni ) sont respectivement les coefficients de moment

de roulis, de tangage et de lacet.
7 ρ,S , l sont respectivement la densité de l’air, la surface de

réference de l’avion et la longueur de réference allaire
8 CD ,Cyi ,CLi sont les coefficients de force, Fxi ,Fyi ,Fzi la force

propulsive
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Annexe (2)

Convergence de l’algorithme moyenant les paramêtres
d’optimalité suivants :

KNITRO output optimality conditions,
the local optimal solution is return with :
- Final feasability error (abs/rel) = 1.20e-07 / 2.19e-09,
- Final optimality error(abs/rel)=4.98e-07 / 4.98e-07,
- Total program time (secs)=663.61902 (663.049 CPU time),
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