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INTRODUCTION

Equation elliptique a coefficients variables

Discrétisation spatiale ~N

On résout sur grilles cartésiennes :
(2o —V.(EVT) = f dans 1 U Qo

avec les conditions de saut a lI'interface I'
suivantes :

Tl = Ty —Ty = h,

S|

th Bl =k G - kG =

ot k = kyppsur $2q/90




INTRODUCTION

Changement de phase

- N\ Probleme de Stefan ~N

pgr,;q Cl?;q (9tT — V( qu;q VT) dans Ql?lq )

Psol Csol Ol =V . ( ksoy VT') dans Qo ,

17" = Ty sur I',

kN T = pLV.id sur T,

lig

Qsol C Chaleur spécifique,

L Chaleur latente de fusion et

V Vitesse de la paroi.
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Thermique multi-materiaux




Thermique

multi-matériaux

Méthode Eléments Finis — Volumes Finis

—— Sansinterface ——~ - Schéma a 9 points d’ordre 2 —
Pour calculer :
LD G L) — V .(kVT)dS = — / kVT.n dl
Wi Ow; j
on utilise dans chaque maille duale
. . - T(z,y)=To + afv-19) + B(y—y0) + v (z—20) (y—0)
(I-l,j) (I!J) (|+1!J)
1 d’oul le schéma (avec Az=Ay)
Ay Jo, VA(EVT)dS =k [ Tisyjpat 5 gt g Tirgant
wi’j 1 1
' 1 licny — 3T + 3Ty +
(-1,j-1) (i.-1) (i+1,j-1)
“— > i Tic1j1t 5 Tijoit § Tignj ]
L J \ )

E. Suli, Convergence of finite volume schemes for poisson’s equation on nonuniforme meshes, SIAM Journal on Numerical Analysis
28 (5) (1991) 1419-1430
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Thermique

multi-matériaux

Configurations géométrigues

- Configurations N
& -Xl \1X2 N
N\ 7'\ ’4
AN 3 I A
I
|
1
Y2 Ql :
|
X  Femmmme-- 4
|
-Y, !
I
|
1
A\ 4 1
S 2 | 1 2 y,

Polyndbmes P , dans chacun des domaines

TX,)Y) =To +aX + Y +7XY + ‘12inconnues
X = z—xo Y = y—1%

M. Oevermann, R. Klein. A cartesian grid finite volume method for elliptic equation with variable coefficients and embedded
interfaces. Journal of Computationnal Physics, 219:749-769, 2006.
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Thermique

multi-matériaux

Paramétrisation de l'interface

Param étrisation

On a 07\4th VM €T

d’'ou I'expression des polynémes P, sur )

T1,2(t) =T10,2 + (0[1,2,51,2) Tt + (71,2 Ty Ty + )\1,2 Tm2 + W12 Ty2) 2

1,2 + (’)’1,2 Ty +2 )\1,2 Tm) t
V T 5(t) = ,

Bra+ (M2 w+2mary)t
On fait de méme pour les relations de sauts :
oT
k5o

1_,:g% at-l—b,

h~ c+dt +et?.

T




Thermique

multi-materiaux
Equations du systeme local (1)
- Equations du systeme local ~N
Relations aux quatre coins (1) (2) (3) (4) 24
______________________________________________________ )
Tl = e (7) b 2
[ (a,8). 7]y = d (8) > [Tl =h ~ c+dt+ et
A= (5)(6) ‘{ [y 7+ A = e (9) <
[l{:(a,B).ﬁ]éz LLF g dl (10) [kg—T = ~ at + b
: >
e Jo sl = [
Pour assurer la continuite [ —— Cm’m AT+ A3 (12)>
\_ Y,
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Thermique

multi-matériaux

Equations du systeme local (2)

: Ve N

s @i,j+1) 11
(i-1,j+1) _ (i+1,j+1) _ / V .(ky VT) dS — / V (ko VT) dS
w Jﬂgl w JﬂQQ

Il // IV
r
_ / by VT dl — / ky VT dl
// a(wi7jﬂgl) a(wi,jﬂQQ)
(i-1y) / (i+1]) l’

(1]
- Z/ kVT.ndl:/ de+/ hdl .
m=I,IV s=1,2 7@ Wi, j N

)

BN

|| I
(-1j-1) (.1) (+17-1) o /w fdS ~ farl fuleyn) + lal falezge)

N L /




Thermique

multi-matériaux

Equations du systeme local (2)

s Ve N

V .(ky VT) dS — / V (ko VT) dS

lll lv Li’jmgl w; M2
P Qi -/ b VTl - [ ks T di
2 a(wi7jﬂ§21)

a(wi,j ﬂQQ)
V. 1

P (1)
2 - Z/ kVT.ndl:/ de+/ hdl .
m=I,IV s=1,2 7@ Wi, j N

P, Q

BN

ou / fdS =~ |wi| fi(z1,51) + |wa| fa(22,12)

J

N L /
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Résultats numériques (1) : h et g nuls

Log10(dx )

O
T T T T T A%
= -3 -2,5 -2 -15 -1 -0,5
e ' ' '
A S
BB
% -1

_‘k1:10, k2:1 -~
_"k'l = 1000, k‘g =1

-
—=ky =1, ko = 1000 - 5
1 y 2 - o
e =
—--Ordre 2 3102
@
~
e -4
i P N
e A T
e ¥ e o S
R
LEA AT
LA
g
Y

T AT
ST
P

1 Erreur relative

fy =1, ks = 1000 o VZis T — Tersaensl”
11— 4, h2 —

\ ) \/Zi,j |Tea:acte,i,j|2
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multi-matériaux

Résultats numériques (2) : h et g non nuls

4 h=1,9=5,f=7

4 )
Log10(dx)
-3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5
—— k1 =10, ko =1 17
~
_’_k1=1000, ko =1 /»/— -2
-
—‘—k1=1, ko = 1000 /-/ é
- -3 o
— --Ordre 2 2
4 -
5
6 -
. 7 J

Bilan

v Traitement continu de la position de I'interface lo
v Stencil constant de 9 points

v'Robustesse

Q/Ordre 2

rs des déplacements
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Probleme de Stefan




Probleme de Stefan

L'algorithme de résolution du probleme de Stefan

- N\ Probleme de Stefan ~N

Initialisation de la température T
et de l'interface
leq Itérations en temps >
Calcul de la vitesse Vi, = &5 "
Déplacement de l'interface I
Qo Résolution de la température sur
L Qliq/sol avec T = Tf sur FJ
Fin
\§ J O\ /
S. Osher, E. Fedkiw , Level Set method and dynamic implicit surfaces. Number 153 in Applied Mathematical Sciences. Springer,

2003.
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Probleme de Stefan

Méthode pour imposer une condition de Dirichlet (1)

—V.(ky VT) = f1 sur Qq,

T = Ty sur I
T=w sur 0/
I Analyse asymptotique
(- - )
T =0 sur 0Q/T
QQ . T fo =| 0 —V. (kl,Z VT) = f1,2 sur 91,2
n
fi e [TBF = Ty,
k1 I L or 11 _
Ql no= T2 [a_n]ﬂ‘_o’
T=w sur 02:/T
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Probleme de Stefan

Méthode pour imposer une condition de Dirichlet (2)

T=w sur 0§,/T

—V.(ky VT) = f1 sur Qq,

T = Ty sur I

(=

Implémentation

-
T =0 sur 0Q/T
(y T fa =[0 ~V. (k12 VT) = f12 sur Qi
n
ko =| ——xex
3 2 min(AzZ, A7) [TBF = T,
k1 I L or 11 _
Ql = Ni1-2 [ 6_n]2r_0’
- T=w sur 02:/T
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Résultats numériques (1) : Méthode pour imposer une condition Dirichlet

-
R iy
T
&&e~r¢e@."m%..
e
NS ey Ny,
O ANy
Rt SRR ey
S
S
S 2‘&“
-

-1

- Bilan

v Simplicité d’implémentation
v Stencil constant de 9 points
v Ordre 2

.

log10( dx )

-2,5 -2 -1,5

riel

()

(Il )othoy




Probleme de Stefan

Résultats numériques (2) : probleme de Stefan 1D

—— Fonte de glace — - En cours de validation ... —

0,0035 -
1cm

A\ 4

Vi
N

. Glace

T (x=0) = 7.5°C
T,=0°C

T (x=0.01) = -5°C
Kgay = 0.6 W/mM/K
Kgiace = 218 W/m/K
Cony = 4186 J/kg/K

—— position finale

0,003 +

position (m)

0,0025 +

Cglace = J/kg/K 0,002 T T T 1
L = 335000 J/kg 0 1000 2000 3000 4000

Rho = 1000 Kg/m3 te




Probleme de Stefan

Conclusion




Conclusion

—— Avantages de la discrétisation spatiale

» Traitement continu de l'interface lors de ses déplacements
» Stencil a 9 points constant
» Ordre 2

» Possibilité d'imposer une condition de Dirichlet

Etude a réaliser ... .

» Validation du probleme de Stefan en 2D
» Adaptation de la méthode sur un maillage curviligne

» Validation du probleme général de thermique multi-matériaux

» Etude théorique de l'ordre de la discretisation spatiale
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