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Introduction

Lois de conservation scalaires :
Ocu + divf(t, x,u) = F(t,x,u), u(0) = wo,

f est le flux, F est la source,
equation scalaire : v € R,
te[0,T], xRN,
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Lois de conservation scalaires :
Ocu + divf(t, x,u) = F(t,x,u), u(0) = wo,
f est le flux, F est la source,
equation scalaire : v € R,
te[0,T], xRN,
Flux non-local
Oru +div(u V(x,u)) =0, u(0) = wo,

otl, pour tout x € RV, V(x) : L' — W?>?! est une fonctionnelle non-locale
régularisante.



Introduction

Lois de conservation scalaires a flux non-local

Trafic piéton
Soit p(t, x) la densité de piétons au temps t au point x € RN. On considére
dep + Div(pV(x,p)) =0; po € (L' L™ N BV)(R";R)

avec V(x, p) = v(n #x p)w(x).

trajectoires des piétons

support de (- —xo) obstacles
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Lois de conservation scalaires

|. Lois de conservation scalaires

Soit

Oeu + Div f(t, x, u) = F(t,x, u) (t,x) € R; xRV
Orv + Div g(t,x,v) = G(t, x, v)

avec up, vo € L' NL>® NBV, f € C?([0, T] x RY x R; R"),
F cc*([0, T] x RN x R; R).

But : Stabilité L' de la solution lorsque (f, F) varie : comment estimer
(u = v)(t) en fonction de up — vo, f — g, F — G.

Méthode : méthode de doublement des variables (Kruzkov).
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|. Lois de conservation scalaires

o Stabilité L' de la solution lorsque (f, F) varie :
[(v=)(®)[| 2 < " lluo = volla + £ TV (u(t)) [|0u(f — &)|

+ /0t e"tt=m) /]RN |((F = G) — div(f — g))(7, x, ~)||Loo(du)dxd7'.



Lois de conservation scalaires

|. Lois de conservation scalaires

o Stabilité L' de la solution lorsque (f, F) varie :
(e = )()|a < € llto = vollur + £ TV (u(1)) [|0u(F — &)]]
+ /Ot et /RN I((F = 6) = div(f — £))(. %, )| o gy dxdr
o Estimation de la variation totale :
TV(u(t)) < TV(uo)e™*

t
+NWN/ e”°(H>/ [V (F = divF)(7, ;)| o gy ¥ A7 -
0 RN
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|. Lois de conservation scalaires

o Stabilité L' de la solution lorsque (f, F) varie :
[[(s = )()| 1 < € lluo — volln + TV (u(t)) [|0u(F — &)||
+ /ot et /RN [((F = G) = div(f — g))(7, %, )| o (g dxdIT -
o Estimation de la variation totale :
TV(u(t)) < TV(uo)e™*

t
+NWN/ e“°(t”>/ [V (F = divF)(7, ;)| o gy ¥ A7 -
0 RN

[R. Colombo, M. Mercier, M. Rosini, Stability and total variation estimates on
general scalar balance laws, Communications in Math. Sciences, 2009]

[M. Mercier, Improved stability estimates on general scalar balance laws,
accepté a JHDE]
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Foule paniquée

Orp + div(pv) =0

Idée : vV dépend de la densité moyenne p * 7.

Foule paniquée : vV =v(px*n)w(x).

Résultats : Existence and unicité de solutions faibles entropiques + derivation
par rapport aux conditions initiales.

Méthode : Estimation de stabilité par rapport a (f, F) + Point fixe de Banach.

[R. Colombo, M. Herty, M. Mercier, Control of the continuity equation with a
non-local flow, ESAIM-Control Optim. Calc. Var., 2010]
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Idée de la preuve :

Soit f>a>0et T< T, = '"(C%?). On introduit |'espace

Xo = L'(R";[0,a])
et I'application Q qui associe a r € X5 = C°([0, T[, X3) la solution p € X5 du

probléme
Otp + Div(pv(r=m)w(x)) =0, p(0,) = po € Xa
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Idée de la preuve :

Soit f>a>0et T< T, = '”(C%?). On introduit |'espace

Xo = L'(R";[0,a])
et I'application Q qui associe a r € X5 = C°([0, T[, X3) la solution p € X5 du

probléme
Otp + Div(pv(r=m)w(x)) =0, p(0,) = po € Xa

Soient r1, r>. Grace a nos estimations de dépendance par rapport au flux et a la
source, on obtient

HQ(rl) - Q(rz)HLOO([O,T[,Ll) < f-(T)”rl - rZHLOC([O,T[,Ll) )

ou f est croissante, f(0) =0 et f —7_. 00.
Ensuite, on applique le théoréme du point fixe de Banach.
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Probléme : Croissance de la norme infinie de la densité au cours du temps.

But : Minimisation de la fonctionnelle de codt J(po) = [, f(Stpo)dx.
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Probléme : Croissance de la norme infinie de la densité au cours du temps.
But : Minimisation de la fonctionnelle de codt J(po) = [, f(Stpo)dx.

Définition : On dit que I'application S : L}(RY;R) — L}(RM;R) est Gateaux
différentiable dans Ll, en po € Ll, dans la direction ry € L' s'il existe une
application linéaire continue DS(po) : L! — L telle que

H S(po + hro) — S(po)
h

—h—0 0.
L1

— DS(po)(ro)

On s’attend a ce que la dérivée de Giteaux soit la solution du probléme
linéarisé :

Ocr + Div(rV(p) + pDV(p)(r)) =0, r(0,-)=ro.
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Résultats :

o Existence de solutions faibles entropiques pour le probléme linéarisé.

o Dérivation au sens de Gateaux du semi-groupe.

Théoréme (Gateaux Dérivée — Colombo, Herty, Mercier, 2010)

Soit po € WH® nW2L rp e WHI N L™ et soit Tex le temps d’existence pour
le probléme initial.

Alors, pour tout t € [0, Tex[ le semi-groupe local du probléme de trafic piéton
est L} Gateaux différentiable dans la direction ro et

DSt(po)(ro) = 5o .
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Idée de preuve

Soient p, pp les solutions du probléme 9:p + Div(pV/(p)) = 0 avec conditions
initiales po, po + hro.

Soit r la solution du probléme linéarisé 9.r + Div(rV/(p) + pDV(p)(r)) =0,
r(0) = ro et soit z, = p + hr qui vérifie alors

Oezp + Div (za(V(p) + hDV (p)(r))) = R*Div(rDV (p)(r)), zn(0) = po + hro.
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Idée de preuve

Soient p, pp les solutions du probléme 9:p + Div(pV/(p)) = 0 avec conditions
initiales po, po + hro.

Soit r la solution du probléme linéarisé 9.r + Div(rV/(p) + pDV(p)(r)) =0,
r(0) = ro et soit z, = p + hr qui vérifie alors

Oezp + Div (za(V(p) + hDV (p)(r))) = R*Div(rDV (p)(r)), zn(0) = po + hro.

On utilise ensuite le Thm (Flux/Source) pour comparer pj, et z,. On obtient
1 1 1
z”ﬁh - Zh”Loo([o,T[,Ll) <F(T) (z”ﬁh - p”iOO(Ll) + Z”Ph - Zh“l_ac(Ll))

C
+hC(B8) Te DIl e ) I lloe 11y »

avec F croissante et F(0) = 0.
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Foule ordonnée

Vpxn

V= v(p) | W(x) - el
1+ 1V Il

Résultats : Existence et unicité de solutions faibles entropiques,
po € [0,1] = p(t) € [0, 1], Stabilité par rapport aux paramétres.

[R. Colombo, M. Garavello et M. Mercier, A class of non-local models for
pedestrian traffic, soumis]
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Foule ordonnée

Time = 0.000 Time = 2.529 . . Time = 5.043
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Foule ordonnée

t=0.000 B t=5.014 | t=10.014
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Foule ordonnée

Time = 0.000 Inside = 100.00%

A b 4o 4 v e s
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Time = 2.521 Inside =

75.82%

Foule ordonnée

Time = 5.043 Inside = 47.36%

Time = 2.521 Inside =

76.62%

Time = 5.043 Inside = 48.64%

Time = 7.563 Inside = 21.85%
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Time = 7.563 Inside = 23.64%
a
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o
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a
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Il. Modélisation macroscopique du trafic piéton

Time = 4.438 Inside = 58.61%

Foule ordonnée

Time = 6.253 Inside = 41.98%

a a
o ]
3 a
N Time = 4.438 Inside = 59.66% . Time = 6.253 Inside = 42.96%
a a
o o
a a

Time = 11.396 Inside = 0.99%

H
o
3
Time = 11.396 Inside = 0.00%
a
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o
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Perspectives

Perspectives

o Affaiblissement des hypothéses + généralisation aux systémes
Oepi + div(p;i Vi(x, p1 * M1, ..., pk xMk)) =0, ied{l,...,k}.

[G. Crippa et M. Mercier, Existence and uniqueness of measure solutions
for a system of continuity equations with non-local flow, in preparation]

@ Introduction de fonctionnelles de colit et minimisation.
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