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Qu’est-ce que la contrôlabilité ?

Théorie du contrôle
Etude du comportement de systèmes dynamiques dépendant d’un
paramètre dynamique appelé le contrôle.

Objectif

Amener le système (en un temps fini) d’un état initial donné à un certain
état final prescrit (système contrôlable).

Applications

Contrôle automatique de procédés in-
dustriels (aérospatiale, automobile, mé-
decine, . . . )
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Qu’est-ce que la contrôlabilité ?

Théorie du contrôle
Etude du comportement de systèmes dynamiques dépendant d’un
paramètre dynamique appelé le contrôle.

Objectif

Amener le système (en un temps fini) d’un état initial donné à un certain
état final prescrit (système contrôlable).

Exemple : conduite d’une voiture

contrôle : angle du volant, pression exercée sur
le frein ou sur l’accélérateur

état : position du véhicule sur la route

Applications

Contrôle automatique de procédés in-
dustriels (aérospatiale, automobile, mé-
decine, . . . )
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Les équations de Maxwell

Ω ⊂ R3 : domaine régulier simplement connexe, Γ = ∂Ω sa frontière,
T > 0 : temps final

∂tE− curlH = 0 dans Ω× (0,T )
∂tH + curlE = 0 dans Ω× (0,T )
div E = div H = 0 dans Ω× (0,T )
+ conditions aux limites sur Γ× (0,T )
+ conditions initiales

E(x, t) : champ électrique, H(x, t) : champ magnétique
coefficients électromagnétiques constants : ε = 1, µ = 1

J.E. Lagnèse, Exact boundary controllability of Maxwell’s equations in a general region, SIAM J.
Control Optim., 1989.

S. Nicaise, Exact boundary controllability of Maxwell’s equations in heterogeneous media and an
application to an inverse source problem, SIAM J. Control Optim., 2000.

K.D. Phung, Contrôle et stabilisation d’ondes électromagnétiques, ESAIM COCV, 2000.
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Définition du problème de contrôlabilité

Γ0 ⊂ Γ frontière accessible au contrôle, n normale extérieure à Γ,

Les équations de Maxwell du second ordre

(1)


∂2

t E + curl curlE = 0 dans Ω× (0,T )
div E = 0 dans Ω× (0,T )
E× n = G sur Γ0 × (0,T )
E× n = 0 sur (Γ \ Γ0)× (0,T )
E(0) = E0, ∂tE(0) = E1 dans Ω

(P)

∣∣∣∣∣∣
Etant donné un temps final T et des données initiales {E0,E1},
trouver un champ tangentiel G tel que
E(T ) = ∂tE(T ) = 0 dans Ω,

où E(x, t) est la solution de (1). Le champ G est le contrôle qui conduit
le système (1) au repos au temps T .
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Existence d’un contrôle ?

L’existence d’une solution au problème de contrôle (P) est soumise
à certaines conditions :

1 Le temps final T et la frontière Γ0 accessible au contrôle
doivent être suffisamment grands :

Pour cela, on suppose que T et Γ0 contrôlent géométriquement Ω : tout
rayon issu d’un point x ∈ Ω au temps t = 0 atteindra le bord Γ0 en un
point non diffractif avant le temps T .

C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch, Sharp sufficient conditions for the observation, control and
stabilization of waves from the boundary, SIAM J. Control Optim., 1992.

2 Les données initiales doivent appartenir au dual d’un certain
espace fonctionnel B (espace des données contrôlables) :
⇒ difficulté d’identifier B avec un espace "classique" ;
⇒ difficulté de discrétiser l’espace B.
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Calcul effectif du contrôle ?

Théorème
Supposons que Γ0 et T contrôlent géométriquement Ω. Pour toute
donnée initiale {E0,E1} ∈ B ′, il existe un contrôle
G = −(curlψ)|Γ0 ∈ L2(0,T ;TL2(Γ0)) qui conduit le système (1)
au repos. Ici, ψ est la solution du problème homogène adjoint

(2)


∂2

tψ + curl curlψ = 0 dans Ω× (0,T )
divψ = 0 dans Ω× (0,T )
ψ × n = 0 sur Γ× (0,T )
ψ(0) = ψ0, ∂tψ(0) = ψ1 dans Ω

Problème
Pour calculer ψ (et donc le contrôle G), il faut connaître les bonnes
conditions initiales {ψ0,ψ1} du problème adjoint (2).
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Quelques mots sur le cadre fonctionnel

Espaces fonctionnels classiques pour les équations de Maxwell :

J =
{
v ∈ L2(Ω)3 | div v = 0 dans Ω

}
, ‖v‖J = ‖v‖0,Ω

J1
τ =

{
v ∈ J

∣∣ curl v ∈ L2(Ω)3; v× n = 0 sur Γ
}
, ‖v‖J1

τ
= ‖ curl v‖0,Ω

Existence/unicité

Pour des données initiales {ψ0,ψ1} ∈ Y = J1
τ × J, le problème adjoint

admet une unique solution.

Estimation d’observabilité
Sous l’hypothèse que Γ0 et T contrôlent Ω géométriquement, on a∫

Ω

| curlψ0|2 + |ψ1|2 ≤ C
∫∫

Γ0×(0,T )

| curlψ|2

où ψ(x, t) est la solution du problème adjoint pour des données initiales
{ψ0,ψ1} ∈ Y suffisamment régulières.

Stephanie Lohrengel, Univ. Reims Contrôlabilité pour les équations de Maxwell



Le problème de contrôlabilité
Résolution par H.U.M.

Discrétisation et résultats numériques

Quelques mots sur le cadre fonctionnel

Espaces fonctionnels classiques pour les équations de Maxwell :

J =
{
v ∈ L2(Ω)3 | div v = 0 dans Ω

}
, ‖v‖J = ‖v‖0,Ω

J1
τ =

{
v ∈ J

∣∣ curl v ∈ L2(Ω)3; v× n = 0 sur Γ
}
, ‖v‖J1

τ
= ‖ curl v‖0,Ω

Existence/unicité

Pour des données initiales {ψ0,ψ1} ∈ Y = J1
τ × J, le problème adjoint

admet une unique solution.

Estimation d’observabilité
Sous l’hypothèse que Γ0 et T contrôlent Ω géométriquement, on a∫

Ω

| curlψ0|2 + |ψ1|2 ≤ C
∫∫

Γ0×(0,T )

| curlψ|2

où ψ(x, t) est la solution du problème adjoint pour des données initiales
{ψ0,ψ1} ∈ Y suffisamment régulières.

Stephanie Lohrengel, Univ. Reims Contrôlabilité pour les équations de Maxwell



Le problème de contrôlabilité
Résolution par H.U.M.

Discrétisation et résultats numériques

Quelques mots sur le cadre fonctionnel

On note B le sous-espace de Y de toutes les données {ψ0,ψ1} ∈ Y pour
lesquelles (3) est vraie.

(3)
∫

Ω

| curlψ0|2 + |ψ1|2 ≤ C
∫∫

Γ0×(0,T )

| curlψ|2.

Conséquences de l’estimation d’observabilité

curlψ = 0 sur Γ0 × (0,T ) =⇒ {ψ0,ψ1} = 0 dans Ω

=⇒ ψ = 0 dans Ω× (0,T )

L’application {ψ0,ψ1} 7→ ‖{ψ0,ψ1}‖B
def
=

(∫∫
Γ0×(0,T )

| curlψ|2
) 1

2

définit alors une norme sur B, et (3) implique B ↪→ Y .
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Définition de l’opérateur H.U.M.

1 Pour {ψ0,ψ1} ∈ B, calculer ψ, solution du problème adjoint
∂2

tψ + curl curlψ = 0 dans Ω× (0,T )
divψ = 0 dans Ω× (0,T )
ψ × n = 0 sur Γ× (0,T )
ψ(0) = ψ0, ∂tψ(0) = ψ1 dans Ω

2 Calculer G = −(curlψ)|Γ0×(0,T ).

3 Calculer E, solution du problème backward
∂2

t E + curl curlE = 0 dans Ω× (0,T )
div E = 0 dans Ω× (0,T )
E× n = G sur Γ0 × (0,T )
E× n = 0 sur (Γ \ Γ0)× (0,T )
E(T ) = 0, ∂tE(T ) = 0 dans Ω

4 Poser Λ({ψ0,ψ1}) = {∂tE(0),−E(0)} ∈ B ′.
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Proposition

(4) < Λ({ψ0,ψ1}), {ψ0,ψ1} >B′,B=

∫∫
Γ0×(0,T )

| curlψ|2

Λ({ψ0,ψ1}) = 0 ⇒ curlψ = 0 sur Γ0 × (0,T )

⇒ {ψ0,ψ1} = 0 dans Ω

⇒ Λ est injectif

(4) + théorème du graphe fermé ⇒ Λ continue et surjectif

Résolution du problème de contrôlabilité par H.U.M.
1 On pose {ψ0,ψ1} = Λ−1({E1,−E0}).
2 On calcule la solution ψ du problème adjoint pour les données

initiales {ψ0,ψ1}.
3 Alors G = −(curlψ)Γ0×(0,T ) conduit le système (1) au repos.
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Discrétisation

La discrétisation se fait dans le cas où l’on a B = Y .

⇒ Λ définit une forme bilinéaire symétrique et coercive sur Y
⇒ calcul de {ψ0,ψ1} par un algorithme de type gradient conjugué
⇒ stabilisation par une méthode bi-grille

R. Glowinski, C.H. Li et J.-L. Lions, A Numerical approach to the exact controllability of the wave
equation, Japan J. Appl. Math., 1990.

Discrétisation de Λ

1 Discrétisation du problème adjoint (forward)

Discrétisation en espace : EF de Lagrange Q1 (pb. régularisé)
Discrétisation en temps : Schéma de Newmark implicite

2 Calcul du terme de bord G = − curlh ψh

3 Discrétisation du problème (backward) : idem pb. forward
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Résultats numériques 2D

Domaine Ω : carré [−1, 1]2, maillages structurés de paramètre h
Paramètres : T = 5, ∆t = h/4
Données initiales : E0,E1 oscillantes (régulières)

Control G h
‖E0 − Ec

0‖0,Ω
‖E0‖0,Ω

‖E1 − Ec
1‖−h,Ω

‖E1‖−h,Ω

‖Ec(T )‖0,Ω
‖E0‖0,Ω

1/32 4.85× 10−3 4.17× 10−2 1.73× 10−2

� 1/64 3.47× 10−3 2.07× 10−2 7.73× 10−3

1/128 3.32× 10−3 1.38× 10−2 4.35× 10−3

1/32 1.72× 10−2 7.72× 10−2 2.82× 10−2

@ 1/64 1.48× 10−2 5.11× 10−2 1.85× 10−2

1/128 1.46× 10−2 4.65× 10−2 1.60× 10−3

Ici, {Ec
1,−Ec

0} = Λh({ψ0,h,ψ1,h}) après convergence de l’algorithme. Ec

est la solution discrète du système (1) avec données initiales {E0,E1} et
contrôle Gh obtenu à partir de {ψ0,h,ψ1,h}.
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En guise d’animation . . .
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En guise d’animation . . .
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Conclusion et perspectives

Preuve de la contrôlabilité exacte frontière des équations de
Maxwell du second ordre.

Conditions "géométriques" classiques sur Γ0 et T .
Caractérisation de l’espace des données "contrôlables"
(on aurait aimé prouver que B est un espace classique . . . ).

Calcul numérique du contrôle par H.U.M. basée sur une
discrétisation EF de Lagrange.

Perspectives
Implémentation d’une méthode de reconstruction pour localiser
des perturbations dans les paramètres électromagnétiques.

H. Ammari, Identification of small amplitude perturbations in the electromagnetic
parameters from partial dynamic boundary measurements, J. Math. Anal. Appl., 2003.

Code 3D.
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