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Introduction

Travail réalisé en collaboration avec

Frédeéric Coquel, Jean-Marc Hérard & Nicolas Seguin.

Objectifs de la these:

Dans le cadre de I'étude des écoulements diphasiques pour les coeurs de réacteurs
nucléaires,

> Etude et hiérarchisation de differents modéles (homogenes, bifluides...),

> Deéveloppement de schémas numériques adaptés (changement de regime dominant,
phase évanescente, problemes de résonance, termes sources de relaxation...)




Plan de I'exposé

> Un modele "jouet": les eéquations d’Euler en section variable,
> Le modele de Baer & Nunziato et ses proprietes,

> Une approximation par relaxation pour le modele de Baer &
Nunziato,

> Le probleme de Riemann pour le systeme de relaxation,

> Conclusion et perspectives.




Un modele "jouet”

Equations d’Euler en section variable:

, L
a(x) —
9t (ap) + 9y (xow) = 0,
9t (wow) + 3y (wow? + ap(p)) — p(p)dxe = 0,
p densité,
w  Vitesse,

o — p(p) loi de pression barotope.
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Modele de Baer & Nunziato
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liquide — ap(x,t)
gﬂZ 2 (Xg — 1 - DCZ
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0, > 0 et ©, > 0 coefficients de relaxation en vitesse et pression relatives u; — ug et p; — pq.
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Modele de Baer & Nunziato
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0, > 0 et ®, > 0 coefficients de relaxation en vitesse et pression relatives u; — ugy et p; — py.

(v;, pi) vitesse et pression d'interface,  (v;, p;) = (ug, p1)-




Modele de Baer & Nunziat@Principales propriétés

ooty + g - 0y; = Op(p; — pyg)
ot (ap1) + 9x(aypyuy) =0
() O(wpiuy) + dx(wipruf + aypy) — prdxay = Oy (ug — up)
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Modele de Baer & Nunziat@Principales propriétés
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Modele de Baer & Nunziat@Principales propriétés

Oraty + g - Oxtt; =0
¢ (01) + Ox (aypyu;) =0
() Or(ypiuy) + x(wprui + agpr) — prdxa; =0
0t (agpg) + Ox(agpgity) =0
O (agpgiig) + Oy (gt + agPg) — Prdxttg =0

Proposition. (Hyperbolicité) Le systeme (.7#) admet les valeurs propres suivantes

ug LD,
uy—c;: VNL, ug—cg: VNL, ug+co: VNL, uy+c¢: VNL

avec c; = (/dopi(01) €tcg = /9ppe(pg) -

Le systeme est hyperbolique si, et seulement si,

Uy — ug| # cy.
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l/lz 1/[2
aveCc £) = -+ +e et E; = £ +e,.
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2
Les solutions régulieres de (.) satisfont I"equation

3t (w101 + agpg Eg) + 0x (wipr Byt + agpg Egttg ++ ayprity + g pgitg) = —Op(py — pg)* — Ou (1 — ug)?.
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Relaxation ~ Dissipation ~ Stabilisation
Yong, Chen-Livermore-Liu, Liu, Natalini, Hanouzet-Natalini, Whitham...




Modele de Baer & Nunziatatratégie numérique

Splitting d’opérateur

dra; + Ug - dxa) =0

o (a101) + 9x (ayop11) = 0

Ot (aj01141) + x (ayou? + ayp;) — p1oxa; =0
0t (gpg) + Ox (agpgtty) =0
(

Ot (wgpqtly) + ax(zxgpgu§ +agpg) — p1oxag =0

I = Op(pr — pg)
dt(aip1) =0
ot (ago1u;) = Oy (1g — up)




Le probléme de Riemann pour?’)

(U4 09,f(U)+¢c(U)o,U=0, xR, >0,

) U; si x<0,
Urg si x>0.
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Le probléme de Riemann pour?’)

(U4 09,f(U)+¢c(U)o,U=0, xR, >0,

. :
Ux,t=0) = U 51. x <0,
Urg si x>0.

Désequilibres en pression-vitesse
t s

~

s\\\ pl#pg’ ul#ug ”¢

p1 = Po, U] =Ug ~~_ | _-"P] = Pg, U] = Ug

Les difficultés de la résolution  (aucune résolution complete)
> Ordonnancement et croisement des ondes, résonance,
> Non linéarités dues aux lois de pression,

> Traitement des termes non conservatifs p;d,«;,
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On introduit un systéme plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (#’) dans la limite
e —0: Pourke{lg}:
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dta; + Ug - dxer; = 0,
It (axpx) + Ox (axpruy) = 0,

(%) Ot (akprix) + Ox (arprui + a7t (T, Tr)) — 7 (1, T1) 9wt = O,

O (axor Ti) + 0 (axprurTx) = 0,

avec 7 (T, Te) = pi(Te) + ai® (T — Tc), OU T = py




Approximation par relaxation

On introduit un systéme plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (#’) dans la limite
e —0: Pourke{lg}:

dta; + Ug - dxer; = 0,
It (axpx) + Ox (axpruy) = 0,
Ot (akprix) + Ox (arprui + a7t (T, Tr)) — 7 (1, T1) 9wt = O,

Ot (axox Tx) + Ot (axprurTy) = 0,
avec 7 (T, Te) = pi(Te) + ai® (T — Tc), OU T = py

Avantages de (Z):

> Le systeme de relaxation est a champs linéairement dégéneres. Toutes les ondes
sont des dicontinuités de contact,

> Il existe une entropie pour le systeme (%):

O (w101E) + agpgEq) + Oy (w101 &1y + i1y + gpgEgtig + g To1ig) = 0,




Approximation par relaxation

On introduit un systéme plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (#’) dans la limite
e —0: Pourke{lg}:

dta; + Ug - dxer; = 0,
It (axpx) + Ox (axpruy) = 0,
Ot (akprix) + Ox (arprui + a7t (T, Tr)) — 7 (1, T1) 9wt = O,

Ot (axox Tx) + Ot (axprurTy) = 0,
avec 7 (T, Te) = pi(Te) + ai® (T — Tc), OU T = py

Difficultés lices a (Z):
> Les valeurs propres u; — a1, u; et u; + a, 7 ne sont pas naturellement ordonnées.
> Phénoméne de résonance possible.

> Les éguations des deux phases sont couplées par les termes non conservatifs
ﬂlaxﬂck.




Probléeme de Riemann po(i#7)

On cherche une solution de
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W; si x <0,

pour la donnée initiale W (x,t =0) = { W xS0
R SI X :
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Probléeme de Riemann po(i#7)

Théoreme. Siles données initiales (W, Wg) € Q" x )" sont telles que

gL
i
LTy

f
a, T, a, T
max | 0, M} — =8 SR Aff — ZLA(0)PF < min [ 1— ZL|A(a)], M} + =2
a; F ag ag a
IL
avec
Des nombres réduits qui ne dépendent pas de «:

> /\/l'jL un nombre de Mach relatif qui mesure I'écart u; — u, dans la donnée initiale,
> Pﬁ un nombre réduit qui mesure I'écart 77; — 77, dans la donnée initiale,
> Les quantités T¢ sont homogénes a des volumes spécifiques,

Une gquantité qui dépend de «:

1hd — KX
Ala) = 3BT ¢ (21,1),
“g’R—i_DCg,L

alors le systeme (%) admet une solution au probléme de Riemann de profil d’onde
subsonique u, < ;.




Probléeme de Riemann po(i#7)

ldée de la preuve:

dra; + Ug - Ay =0,
o Ot (akpx) + Ox (axpgtx) = 0,
74
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Ot (a0 Tre) + O (axorurTe) = O.
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Probléeme de Riemann po(i#7)
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|Idée de la preuve:
o) + ué’i c0,a; = 0,
o (akpx) + Ox (arprtix) = 0,
) O (i) + O (ot + a7t (T, T) ) — 710 = O,
o (ko Ty ) + Ot (o ux Tx) = 0.
Soit i, la vitesse effective de l'onde u, dans le solution du probleme de Riemann.

> On remarque que dra; = 0 sauf si x — ugt = 0 ou il vaut (axr — “k,L)fo_ug;t-

> Si on suppose que I'on connait une prédiction de 7; : 71/

ot + g - 0ty = 0,
o (akpx) + x (axpxux) =0,
O (axprtty) + O (aortt + a7 (T, T)) = 7] k)0t

Ot (ki T) + Ot (agprurTy) = 0.
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ldée de la preuve:
Les deux phases sont découplées

Phase gaz
dovg + ugaxzxg =0,

Ot (agpgtig) + ax(“gpgué +ag e (T5Tg)) = 1) [“Z]5x—uj§,tr
It(gpgTg) + dx(agpgiigTg) =0

On connait 7}, on calcule uy : ug = D(7]).




Probléeme de Riemann po(i#7)

ldée de la preuve:
Les deux phases sont découplées

Phase gaz
dovg + u;;axzxg =0,
0t (gpg) + 0x(agpgtiy) =0,
Of(agpgity) + ax(zxgpgu§ + oo (15Tg)) = 71
It(gpgTg) + dx(agpgiigTg) =0
On connait 7}, on calcule uy : ug = D(7]).
Phase liquide

orat) + ugdxar; =0,

or(a1pr) + 9x (wp1up) =0,

A (woruy) + 0x(wopuf + (4, Tp)) = 70
0 (w10, Ty) + O (ay0714;T;) = 0

On connait uy, on calcule 7} =Y (uy).




Probléeme de Riemann po(i#7)

ldée de la preuve:
Les deux phases sont découplées

Phase gaz
dovg + u;;axzxg =0,

0t (gpg) + 0x(agpgtiy) =0,
Of(agpgity) + ax(zxgpgu§ + oo (15Tg)) = 71
It(gpgTg) + dx(agpgiigTg) =0

On connait 7}, on calcule uy : ug = D(7]).

Phase liquide
ot + u;ﬁaxocl =0,

or(arpr) + 9x(wippuy) =0,
A (apptty) + Ox (wrppu + ayrri (T, Tr)) = 717 (@] b e,
ot (o1 Tr) + Ox (as0uy Ty) = 0

On connait uy, on calcule 7} =Y (uy).

Point fixe: uy = Po¥(uy)
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Analyse des inégalités obtenues:

aj Tlu . ag g a TluL

; ;i
T g T
max (O,M% - “ggR> < Mt — ZLA(2)P! < min (1 — I A )|, ME + 88IL)
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Analyse des inégalités obtenues:

a, T, a, T
M= 28 SR pff BN () PE < ME 4 28 EE

a; - ag a; !
[,.L I,L

Condition suffisante pour assurer la positivité des densités de la phase gaz.
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Analyse des inégalités obtenues:
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8 8

Condition suffisante pour assurer I'ordonnancement subsonique des ondes.
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Analyse des inégalités obtenues:

0 <M: — g—ZA(a)Pk 1 z—l\A(zx)\
8 8

Condition suffisante pour assurer I'ordonnancement subsonique des ondes.

On considere des données initiales proche équilibre:

(U —ug| = e u(x), |1 — 1| = e m(x).




Probléeme de Riemann po(i#7)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M: — g—lA(zx)Pg< 1 z—l\A(zx)\
8 8

Condition suffisante pour assurer I'ordonnancement subsonique des ondes.

On considere des données initiales proche équilibre:

(U —ug| = e u(x), |1 — 1| = e m(x).

Alors

M| =

Z_l _1' O(1) + O(e), 1P| =
8

”;—f —1' O(1) + O(e).
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Analyse des inégalités obtenues:

0<Mi—%Amﬂ%<1—%wu@\
8 8

Condition suffisante pour assurer I'ordonnancement subsonique des ondes.

On considere des données initiales proche équilibre:

(U —ug| = e u(x), |1 — 1| = e m(x).

Alors
ap

@—'om+0@, 1P| =

M| =

%—40m+0@.

> Supposons a;/ag ~ 1. Siag; — 0 alors A(a) — 1. Résonance quand la phase gaz
disparait,

> Sia;/ag >> 1. Résonance possible a cause du terme M,

> Sia;/ag << 1. Résonance possible a cause du terme PE.
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Analyse des inégalités obtenues:

0 <M: — g—lA(zx)Pg< 1 z—l\A(zx)\
8 8

Condition suffisante pour assurer I'ordonnancement subsonique des ondes.

On considere des données initiales proche équilibre:

(U —ug| = e u(x), |1 — 1| = e m(x).

Conclusion:

En partant de données initiales subsoniques proche équilibre en vitesses et pressions, on
peut avoir une solution supersonique en vitesse relative!




Probléeme de Riemann po(i#7)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M: — Z—;A(awk 1 Z—;\A(zx)\

Condition suffisante pour assurer I'ordonnancement subsonique des ondes.

On considere des données initiales proche équilibre:

(U —ug| = e u(x), |1 — 1| = e m(x).

Conclusion:

En partant de données initiales subsoniques proche équilibre en vitesses et pressions, on
peut avoir une solution supersonique en vitesse relative!

La prise en compte des termes source de relaxation en pression et vitesse semble
indispensable.




Conclusion et perspectives

Conclusion:

> Un systeme de relaxation pour le modele de Baer-Nunziato,

> Solution du probleme de Riemann relaxé pour les régimes d’écoulement subsonique:
conditions ab initio pour 'ordonnancement des ondes,

> Importance des termes de retour a I'équilibre en vitesses et pressions.

Perspectives:

> Prise en compte de la convection et des termes de retour a I'équilibre dans le méme
pas.
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