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Introduction

Travail réalisé en collaboration avec

Frédéric Coquel, Jean-Marc Hérard & Nicolas Seguin.

Objectifs de la thèse:

Dans le cadre de l’étude des écoulements diphasiques pour les coeurs de réacteurs
nucléaires,

⊲ Etude et hiérarchisation de différents modèles (homogènes, bifluides...),

⊲ Développement de schémas numériques adaptés (changement de régime dominant,
phase évanescente, problèmes de résonance, termes sources de relaxation...)
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Plan de l’exposé

⊲ Un modèle "jouet": les équations d’Euler en section variable,

⊲ Le modèle de Baer & Nunziato et ses propriétés,

⊲ Une approximation par relaxation pour le modèle de Baer &

Nunziato,

⊲ Le problème de Riemann pour le système de relaxation,

⊲ Conclusion et perspectives.
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Un modèle "jouet"

Équations d’Euler en section variable:

x

α(x)

∂t(αρ) + ∂x(αρw) = 0,

∂t(αρw) + ∂x(αρw2 + αp(ρ))− p(ρ)∂xα = 0,

ρ densité,
w vitesse,
ρ 7→ p(ρ) loi de pression barotope.
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Modèle de Baer & Nunziato

x
αg = 1 − αl

αl(x, t)

gaz

liquide

∂tαl + vi · ∂xαl = Θp(pl − pg)

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αg pg)− pi∂xαg = Θu(ul − ug)

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αg pg)− pi∂xαg = Θu(ul − ug)
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Une méthode de relaxation pour le modèle de Baer & Nunziato en configuration isentropique – p. 7/73



Modèle de Baer & Nunziato

x
αg = 1 − αl

αl(x, t)

gaz

liquide

∂tαl + vi · ∂xαl = Θp(pl − pg)

∂t(αlρl) + ∂x(αlρl ul) = 0

∂t(αlρlul) + ∂x(αlρl u
2
l + αl pl)− pi∂xαl = Θu(ug − ul)

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αg pg)− pi∂xαg = Θu(ul − ug)
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Modèle de Baer & Nunziato
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Modèle de Baer & Nunziato

Phase 1

Phase 2
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Θp > 0 et Θu > 0 coefficients de relaxation en vitesse et pression relatives ul − ug et pl − pg.

(vi, pi) vitesse et pression d’interface, (vi, pi) = (ug, pl).

Une méthode de relaxation pour le modèle de Baer & Nunziato en configuration isentropique – p. 12/73



Modèle de Baer & Nunziato:Principales propriétés

(S )
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Modèle de Baer & Nunziato:Principales propriétés

(H )

∂tαl + ug · ∂xαl = 0Θp(pl − p)
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2
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∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αg pg)− pl∂xαg = 0Θu(ul − u)
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Modèle de Baer & Nunziato:Principales propriétés

(H )
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g + αg pg)− pl∂xαg = 0Θu(ul − u)

Proposition. (Hyperbolicité) Le système (H ) admet les valeurs propres suivantes

ug LD,

ul − cl : VNL, ug − cg : VNL, ug + cg : VNL, ul + cl : VNL

avec cl =
√

∂ρ pl(ρl) et cg =
√

∂ρ pg(ρg) .

Le système est hyperbolique si, et seulement si, |ul − ug| 6= cl .
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∂t(αlρl El + αgρgEg) + ∂x(αlρl Elul + αgρgEgug + αl plul + αg pgug) = 0.

avec El =
u2

l
2 + el et Eg =

u2
g

2 + eg.
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2 + el et Eg =

u2
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Les solutions régulières de (S ) satisfont l”equation
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2.

Une méthode de relaxation pour le modèle de Baer & Nunziato en configuration isentropique – p. 18/73



Modèle de Baer & Nunziato:Principales propriétés

(H )

∂tαl + ug · ∂xαl = 0Θp(pl − p)

∂t(αlρl) + ∂x(αlρlul) = 0

∂t(αlρlul) + ∂x(αlρlu
2
l + αl pl)− pl∂xαl = 0Θu(ug − u)

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αg pg)− pl∂xαg = 0Θu(ul − u)

Proposition. (Entropie) Les solutions faibles entropiques de (H ) satisfont l’inégalité
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2.

Relaxation ≈ Dissipation ≈ Stabilisation

Yong, Chen-Livermore-Liu, Liu, Natalini, Hanouzet-Natalini, Whitham...
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Modèle de Baer & Nunziato:Stratégie numérique

Splitting d’opérateur

∂tαl + ug · ∂xαl = 0

∂t(αlρl) + ∂x(αlρlul) = 0

∂t(αlρl ul) + ∂x(αlρlu
2
l + αl pl)− pl∂xαl = 0 (H )

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αg pg)− pl∂xαg = 0

∂tαl = Θp(pl − pg)

∂t(αlρl) = 0

∂t(αlρl ul) = Θu(ug − ul)

∂t(αgρg) = 0

∂t(αgρgug) = Θu(ul − ug)
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Le problème de Riemann pour(H )



















∂tU + ∂xf(U) + c(U)∂xU = 0, x ∈ R, t > 0,

U(x, t = 0) =

{

UL si x < 0,

UR si x > 0.
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Les difficultés de la résolution (aucune résolution complète)
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Le problème de Riemann pour(H )
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Les difficultés de la résolution (aucune résolution complète)

⊲ Ordonnancement et croisement des ondes, résonance,

⊲ Non linéarités dues aux lois de pression,
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Le problème de Riemann pour(H )



















∂tU + ∂xf(U) + c(U)∂xU = 0, x ∈ R, t > 0,

U(x, t = 0) =

{

UL si x < 0,

UR si x > 0.

Déséquilibres en pression-vitesse

x

t

pl = pg, ul = ug

pl 6= pg, ul 6= ug

pl = pg, ul = ug

Les difficultés de la résolution (aucune résolution complète)

⊲ Ordonnancement et croisement des ondes, résonance,

⊲ Non linéarités dues aux lois de pression,

⊲ Traitement des termes non conservatifs pl∂xαl ,
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Approximation par relaxation

On introduit un système plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (H ) dans la limite
ε → 0: Pour k ∈ {l, g}:
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Approximation par relaxation

On introduit un système plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (H ) dans la limite
ε → 0: Pour k ∈ {l, g}:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) =
1

ε
αkρk(τk − Tk),

avec πk(τk, Tk) = pk(Tk) + ak
2(Tk − τk), où τk = ρ−1

k .
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Approximation par relaxation

On introduit un système plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (H ) dans la limite
ε → 0: Pour k ∈ {l, g}:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) =
1

ε
αkρk(τk − Tk),

avec πk(τk, Tk) = pk(Tk) + ak
2(Tk − τk), où τk = ρ−1

k .
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Approximation par relaxation

On introduit un système plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (H ) dans la limite
ε → 0: Pour k ∈ {l, g}:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0,
1

ε
αkρk(τk − T )

avec πk(τk, Tk) = pk(Tk) + ak
2(Tk − τk), où τk = ρ−1

k .

Une méthode de relaxation pour le modèle de Baer & Nunziato en configuration isentropique – p. 37/73



Approximation par relaxation

On introduit un système plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (H ) dans la limite
ε → 0: Pour k ∈ {l, g}:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0,
1

ε
αkρk(τk − T ),

avec πk(τk, Tk) = pk(Tk) + ak
2(Tk − τk), où τk = ρ−1

k .

Avantages de (R):

⊲ Le système de relaxation est à champs linéairement dégénérés. Toutes les ondes
sont des dicontinuités de contact,

⊲ Il existe une entropie pour le système (R):

∂t

(

αlρlEl + αgρgEg

)

+ ∂x

(

αlρlElul + αl πlul + αgρgEgug + αgπgug

)

= 0,
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Approximation par relaxation

On introduit un système plus grand mais "plus linéaire" qui relaxe vers (H ) dans la limite
ε → 0: Pour k ∈ {l, g}:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0,
1

ε
αkρk(τk − T ),

avec πk(τk, Tk) = pk(Tk) + ak
2(Tk − τk), où τk = ρ−1

k .

Difficultés liées à (R):

⊲ Les valeurs propres uk − akτk, uk et uk + akτk ne sont pas naturellement ordonnées.

⊲ Phénomène de résonance possible.

⊲ Les équations des deux phases sont couplées par les termes non conservatifs
πl ∂xαk.
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Problème de Riemann pour(R)

On cherche une solution de

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

pour la donnée initiale W(x, t = 0) =

{

WL si x < 0,

WR si x > 0.
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Problème de Riemann pour(R)

On cherche une solution de

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

pour la donnée initiale W(x, t = 0) =

{

WL si x < 0,

WR si x > 0.

On cherche les solutions subsoniques en vitesse relative: |ul − ug | < min(agτg , alτl).
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Problème de Riemann pour(R)

On cherche une solution de

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

pour la donnée initiale W(x, t = 0) =

{

WL si x < 0,

WR si x > 0.

On cherche les solutions subsoniques en vitesse relative: |ul − ug | < min(agτg , alτl).

x

t

ul + alτl

ug + agτg

ugul

ug − agτg

ul − alτl

Profil d’onde ul < ug
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Problème de Riemann pour(R)

On cherche une solution de

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl(τl , Tl)∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

pour la donnée initiale W(x, t = 0) =

{

WL si x < 0,

WR si x > 0.

On cherche les solutions subsoniques en vitesse relative: |ul − ug | < min(agτg , alτl).

x

t

ul + alτl

ug + agτg
ulug

ug − agτg

ul − alτl

Profil d’onde ug < ul
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Problème de Riemann pour(R)

Théorème. Si les données initiales (WL, WR) ∈ Ωr × Ωr sont telles que

max



0,M♯
L −

ag

al

τ♯
g,R

τ♯
l,L



 < M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L < min



1 −
al

ag
|Λ(α)|,M♯

L +
ag

al

τ♯
g,L

τ♯
l,L





avec

Des nombres réduits qui ne dépendent pas de α:

⊲ M♯
L un nombre de Mach relatif qui mesure l’écart ul − ug dans la donnée initiale,

⊲ P ♯
L un nombre réduit qui mesure l’écart πl − πg dans la donnée initiale,

⊲ Les quantités τ♯ sont homogènes à des volumes spécifiques,

Une quantité qui dépend de α:

Λ(α) =
αg,R − αg,L

αg,R + αg,L
∈ (−1, 1),

alors le système (R) admet une solution au problème de Riemann de profil d’onde
subsonique ug < ul .
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl ∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:

(R)

∂tαl + ug · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl ∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

Soit u∗
g la vitesse effective de l’onde ug dans le solution du problème de Riemann.
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:

(R)

∂tαl + u∗
g · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl ∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

Soit u∗
g la vitesse effective de l’onde ug dans le solution du problème de Riemann.

⊲ On remarque que ∂xαk = 0 sauf si x − u∗
gt = 0 où il vaut (αk,R − αk,L)δx−u∗g t.

x

t

ul + al τl

ug + agτg

ul
u∗

g

ug − agτg

ul − al τl
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:

(R)

∂tαl + u∗
g · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl ∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

Soit u∗
g la vitesse effective de l’onde ug dans le solution du problème de Riemann.

⊲ On remarque que ∂xαk = 0 sauf si x − u∗
gt = 0 où il vaut (αk,R − αk,L)δx−u∗g t.

⊲ Si on suppose que l’on connaît une prédiction de πl : π∗
l
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:

(R)

∂tαl + u∗
g · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk))− πl ∂xαk = 0,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.

Soit u∗
g la vitesse effective de l’onde ug dans le solution du problème de Riemann.

⊲ On remarque que ∂xαk = 0 sauf si x − u∗
gt = 0 où il vaut (αk,R − αk,L)δx−u∗g t.

⊲ Si on suppose que l’on connaît une prédiction de πl : π∗
l

(R)

∂tαl + u∗
g · ∂xαl = 0,

∂t(αkρk) + ∂x(αkρkuk) = 0,

∂t(αkρkuk) + ∂x(αkρku2
k + αkπk(τk, Tk)) = π∗

l [αk]δx−u∗g t ,

∂t(αkρkTk) + ∂t(αkρkukTk) = 0.
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:
Les deux phases sont découplées
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:
Les deux phases sont découplées
Phase gaz

∂tαg + u∗
g∂xαg = 0,

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0,

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αgπg(τgTg)) = π∗

l [αl ]δx−u∗g t ,

∂t(αgρgTg) + ∂x(αgρgugTg) = 0

On connaît π∗
l , on calcule u∗

g : u∗
g = Φ(π∗

l ).
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:
Les deux phases sont découplées
Phase gaz

∂tαg + u∗
g∂xαg = 0,

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0,

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αgπg(τgTg)) = π∗

l [αl ]δx−u∗g t ,

∂t(αgρgTg) + ∂x(αgρgugTg) = 0

On connaît π∗
l , on calcule u∗

g : u∗
g = Φ(π∗

l ).

Phase liquide
∂tαl + u∗

g∂xαl = 0,

∂t(αlρl) + ∂x(αlρl ul) = 0,

∂t(αlρlul) + ∂x(αlρl u
2
l + αlπl(τl , Tl)) = π∗

l [αl ]δx−u∗g t ,

∂t(αlρlTl) + ∂x(αlρlulTl) = 0

On connaît u∗
g, on calcule π∗

l : π∗
l = Ψ(u∗

g).
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Problème de Riemann pour(R)

Idée de la preuve:
Les deux phases sont découplées
Phase gaz

∂tαg + u∗
g∂xαg = 0,

∂t(αgρg) + ∂x(αgρgug) = 0,

∂t(αgρgug) + ∂x(αgρgu2
g + αgπg(τgTg)) = π∗

l [αl ]δx−u∗g t ,

∂t(αgρgTg) + ∂x(αgρgugTg) = 0

On connaît π∗
l , on calcule u∗

g : u∗
g = Φ(π∗

l ).

Phase liquide
∂tαl + u∗

g∂xαl = 0,

∂t(αlρl) + ∂x(αlρl ul) = 0,

∂t(αlρlul) + ∂x(αlρl u
2
l + αlπl(τl , Tl)) = π∗

l [αl ]δx−u∗g t ,

∂t(αlρlTl) + ∂x(αlρlulTl) = 0

On connaît u∗
g, on calcule π∗

l : π∗
l = Ψ(u∗

g).

Point fixe: u∗
g = Φ ◦ Ψ(u∗

g)
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

max



0,M♯
L −

ag

al

τ♯
g,R

τ♯
l,L



 < M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L < min



1 −
al

ag
|Λ(α)|,M♯

L +
ag

al

τ♯
g,L

τ♯
l,L
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

M♯
L −

ag

al

τ♯
g,R

τ♯
l,L

< M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L < M♯
L +

ag

al

τ♯
g,L

τ♯
l,L

Condition suffisante pour assurer la positivité des densités de la phase gaz.

Une méthode de relaxation pour le modèle de Baer & Nunziato en configuration isentropique – p. 55/73



Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

x

t

ug + agτg

ul + al τl

ug ulul − al τl

ug − agτg
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

x

t

ug + agτg

ul + al τl

ugulul − al τl

ug − agτg
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

x

t

ug + agτg

ul + al τl

ug ulul − al τl

ug − agτg
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

x

t

ug + agτg

ul + al τl

ug ul
ul − al τl

ug − agτg
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

x

t

ug + agτg

ul + al τl
ug

ul
ul − al τl

ug − agτg
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

x

t

ug + agτg

ul + al τl

ug ul
ul − al τl

ug − agτg
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

On considère des données initiales proche équilibre:

|ul − ug| = ε u(x), |πl − πg | = ε π(x).
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

On considère des données initiales proche équilibre:

|ul − ug| = ε u(x), |πl − πg | = ε π(x).

Alors

|M♯
L| =

∣

∣

∣

∣

al

ag
− 1

∣

∣

∣

∣

O(1) +O(ε), |P ♯
L| =

∣

∣

∣

∣

ag

al
− 1

∣

∣

∣

∣

O(1) +O(ε).
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

On considère des données initiales proche équilibre:

|ul − ug| = ε u(x), |πl − πg | = ε π(x).

Alors

|M♯
L| =

∣

∣

∣

∣

al

ag
− 1

∣

∣

∣

∣

O(1) +O(ε), |P ♯
L| =

∣

∣

∣

∣

ag

al
− 1

∣

∣

∣

∣

O(1) +O(ε).

⊲ Supposons al/ag ≈ 1. Si αg,L → 0 alors Λ(α) → 1. Résonance quand la phase gaz
disparaît,

⊲ Si al /ag >> 1. Résonance possible à cause du terme M♯
L,

⊲ Si al /ag << 1. Résonance possible à cause du terme P ♯
L.
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

On considère des données initiales proche équilibre:

|ul − ug| = ε u(x), |πl − πg | = ε π(x).

Conclusion:

En partant de données initiales subsoniques proche équilibre en vitesses et pressions, on
peut avoir une solution supersonique en vitesse relative!
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Problème de Riemann pour(R)

Analyse des inégalités obtenues:

0 <M♯
L −

al

ag
Λ(α)P ♯

L< 1 −
al

ag
|Λ(α)|

Condition suffisante pour assurer l’ordonnancement subsonique des ondes.

On considère des données initiales proche équilibre:

|ul − ug| = ε u(x), |πl − πg | = ε π(x).

Conclusion:

En partant de données initiales subsoniques proche équilibre en vitesses et pressions, on
peut avoir une solution supersonique en vitesse relative!

La prise en compte des termes source de relaxation en pression et vitesse semble
indispensable.
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Conclusion et perspectives

Conclusion:

⊲ Un système de relaxation pour le modèle de Baer-Nunziato,

⊲ Solution du problème de Riemann relaxé pour les régimes d’écoulement subsonique:
conditions ab initio pour l’ordonnancement des ondes,

⊲ Importance des termes de retour à l’équilibre en vitesses et pressions.

Perspectives:

⊲ Prise en compte de la convection et des termes de retour à l’équilibre dans le même
pas.
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Merci de votre attention.
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