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Loi de Newton pour la viscosité : vision
macroscopique

◮ Viscosité de cisaillement d’un fluide Newtonien (coefficient de
transport) u = (ux ,uy ) champ de vitesse du fluide.

η = −
σxy

τxy
, τxy =

∂ux

∂y
.

◮ Équation de (Navier)-Stokes incompressible pour un écoulement
de Poiseuille

ρ∂tux = η
∂2

∂y2 ux(y) + ρF (y)+ conditions périodiques

Problématique: déterminer la viscosité en partant d’une description
microscopique.
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Description d’un système classique

◮ Système classique de N particules

(q,p) = (q1, . . . ,qN ,p1, . . . ,pN) ∈ DN × R
2N

D = R/LxZ × R/LyZ désigne l’espace des positions et R
2N

l’espace des impulsions.
◮ Hamiltonien du système

H(q,p) =

N
∑

i=1

p2
i

2mi
+ V (q1, . . . ,qN).

Toute la physique du problème est contenue dans V .
Hypothï¿ 1

2 se: V rï¿ 1
2 gulier et donnï¿ 1

2 par la somme
d’interactions de paire.
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Moyenne thermodynamiques

◮ Moyenne macroscopiques dans un ensemble thermodynamique

〈f 〉µ =

∫

DN×R2N
f (q,p)µ(dp,dq),

f observable, µ mesure de probabilité (µ ≥ 0, µ(DN × R
2N) = 1).

◮ Exemple de la mesure canonique (NVT)
Mesure la moins biaisée qui rende compte des contraintes
macroscopiques :
N (nombre de particules), V (volume accessible), T
(température).

µNVT (dq,dp) = Z−1
NVTe−βH(q,p)dqdp = ψ0dqdp,
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Problème de l’échantillonnage d’une mesure

Difficulté : Les moyennes thermodynamiques sont des intégrales en
(très) grande dimension d = 2N ≫ 2 : on doit utiliser des méthodes
stochastiques.
Idée : Remplacer le calcul de 〈f 〉µ par une moyenne ergodique :

〈f 〉µ = lim
τ→+∞

1
τ

∫ τ

0
f (q(t),p(t))dt .

→ trouver une dynamique qui échantillonne µ.
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Dynamique de Langevin hors-d’équilibre

Hamiltonien + Ornstein-Uhlenbeck + perturbation linéaire
non-gradient:







































dqt =
pt

m
dt ,

dpx,t = −∇qx V (qt) dt + ξF (qy,t) dt − γx
px,t

m
dt +

√

2γx

β
dW x

t ,

dpy,t = −∇qy V (qt) dt − γy
py,t

m
dt +

√

2γy

β
dW y

t ,

(1)

ξ ∈ R, γx , γy > 0 (coefficients de friction), (W x
t ,W

y
t )t≥0 mouvements

Brownien standard sur R
2N .
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Dynamique de Langevin hors-d’équilibre

Motivations:
◮ Mécanisme de dissipation artificielle pour atteindre un état

stationnaire;
◮ Cadre mathématique rigoureux (l’ergodicité, réponse linéaire);

Questions théoriques:
◮ Existence et unicité d’une mesure invariante (Rey-Bellet [3] dans

le cas ξ = 0 et Pavliotis-Stuart [2] dans le cas V = 0 (’04));
◮ Extraction de la viscosité : méthode d’Irving-Kirkwood (’54) [1];
◮ Comportement asymptotique en γx , γy .
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Générateurs infitésimaux

Aξ = A0 + ξB;

A0 = Aham + Athm;

Aham =
p
m

· ∇q −∇qV (q) · ∇p (partie Hamiltonienne);

Athm =
eβH

β

∑

α=x,y

div pα
(γαe−βH∇pα

ϕ) (partie Ornstein-Uhlenbeck).

Opérateurs adjoints définis sur L2(ψ0).
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Structure de la mesure invariante
Théorème La dynamique de Langevin (1) possède une unique
mesure invariante de densité ψξ ∈ C∞(DN × R

2N) et

ψξ = fξψ0, fξ = 1 +
∑

k≥1

ξk fk , (2)

avec fk ∈ L2(ψ0).
Moyenne d’une observable sous ψξ:

〈h〉ξ =

∫

DN×R2N
h(q,p)ψξ(q,p) dq dp = 〈h, fξ〉L2(ψ0).

Réponse linéaire:

lim
ξ→0

〈A0h〉ξ
ξ

= −
β

m

〈

h,
N
∑

i=1

pxiF (qyi)

〉

L2(ψ0)

. (3)
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Localisation

Quantité de mouvement longitudinale

Uε
x (Y ,q,p) =

Ly

Nm

N
∑

i=1

pxiχε (qyi − Y ) ,

Tenseur des contraintes:

Σεxy (Y ,q,p) =
1
Lx

N
∑

i=1

pxipyi

m
χε (qyi − Y ) (4)

−
1
Lx

∑

1≤i<j≤N

V ′(|qi − qj |)

(

qxi − qxj

|qi − qj |

)
∫ qyj

qyi

χε(s − Y ) ds.

(5)

Suite rï¿ 1
2 gularisante : χε avec limε→0 χε(· − y) = δy
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Équation de conservation

Conservation locale de la quantité de mouvement
On a les limites

ux(Y ) = lim
ε→0

lim
ξ→0

〈Uε
x (Y , ·)〉ξ
ξ

et

σxy (Y ) = lim
ε→0

lim
ξ→0

〈

Σεxy (Y , ·)
〉

ξ

ξ

et
dσxy (Y )

dY
+
ρ

m
γxux (Y ) =

ρ

m
F (Y ). (6)

au sens classique.
Postulat (loi de Newton pour la viscosité)

σxy (Y ) = −η
dux(Y )

dY
. (7)
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Asymptotique pour les grandes frictions

Friction transverse infinie
Soit fγy l’unique solution de l’équation de Poisson:

−A0fγy =

N
∑

i=1

pxiG(qyi),

alors il existe f 0, f 1 et C > 0 tels que pour γy ≥ γx > 0

∥

∥fγy − f 0 − γ−1
y f 1

∥

∥

H1(ψ0)
≤

C
γy
.

−→ profil de vitesse limite uγy
x ∼ u∞

x

R. Joubaud ANDRA, UPE, CERMICS, ENPC

Congrès bi-annuel de la SMAI



Introduction Problématique de la mécanique statistique Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité Illustration numérique

Asymptotique pour les grandes frictions

Friction longitudinale infinie
Soit fγx l’unique solution de l’équation de Poisson:

−A0fγx =

N
∑

i=1

pxiG(qyi),

alors il existe f 1, f 2 et C > 0 tels que pour γy ≥ γx > 0

∥

∥fγx − γ−1
x f 1 − γ−2

x f 2
∥

∥

H1(ψ0)
≤

C
γ2

x
.

−→ profil de vitesse limite uγx
x ∼

F
γx
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Étude paramétrique système de Lennard-Jones 2d
Fluide de Lennard-Jones :

VLJ(r) = 4ε

(

(

d
r

)12

−

(

d
r

)6
)

.

Conditions thermodynamiques : (ρ,T ) = (0.7,2.5).
Interaction tronquée en rcut = 3d .
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Loi de Newton (1)
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Figure: Velocity profile / pressure term σxy evaluated with binning methods,
sinusoidal perturbation.
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Loi de Newton (2)
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Figure: Velocity profile / stress tensor term σxy evaluated with binning
methods, piecewise linear perturbation.
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Loi de Newton (3)
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Figure: Velocity profile / pressure term σxy evaluated with binning methods,
piecewise constant constant perturbation (discontinuous).
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Réponse linéaire

linear least square fit
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Figure: |U1| ξ as a function of ξ; 3 shape of forces. Left: γx = 0 and γy = 1.
Right:γx = 1 and γy = 1
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Analyse paramétrique : γx → ∞
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Figure: Fourier coefficient U1 as function of γx , γy = 1 (sinusoidal
perturbation).
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Analyse paramétrique : γy → ∞
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Figure: Shear viscosity η as function of γy , γx = 1 (sinusoidal perturbation) :
left first order; right asymptotics.
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Merci pour votre attention!
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