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Introduction

Loi de Newton pour la viscosité : vision
macroscopique

» Viscosité de cisaillement d'un fluide Newtonien (coefficient de
transport) u = (uy, uy) champ de vitesse du fluide.

I
n= s xy—ay

» Equation de (Navier)-Stokes incompressible pour un écoulement
de Poiseuille

2
pO Uy = n%ux(y) + pF(y)+ conditions périodiques

Problématique: déterminer la viscosité en partant d’'une description
microscopique.
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Problématique de la mécanique statistique

Description d’'un systeme classique

» Systeme classique de N particules

(qap):(qlv"'anvpla"'apN) EDN XRZN

D = R/LxZ x R/LyZ désigne I'espace des positions et R?N
'espace des impulsions.

» Hamiltonien du systéme

2

-3 g

i=1

+V(Qqs,...,0n)-

Toute la physique du probléme est contenue dans V.
Hypothi¢ 3se: V ri¢ sgulier et donni¢ 3 par la somme
d’interactions de paire.
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Problématique de la mécanique statistique

Moyenne thermodynamiques

» Moyenne macroscopiques dans un ensemble thermodynamique
M= [, 1@Pu(dp.da)
DN xRN

f observable, ;. mesure de probabilité (u > 0, u(DN x R2N) = 1).

» Exemple de la mesure canonique (NVT)
Mesure la moins biaisée qui rende compte des contraintes
macroscopiques :
N (nombre de particules), V (volume accessible), T
(température).

v (dg, dp) = Zg e #HA@P)dgdp = yodgdp,
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Problématique de la mécanique statistique

Probléme de I'échantillonnage d’'une mesure

Difficulté : Les moyennes thermodynamiques sont des intégrales en
(trés) grande dimension d = 2N > 2 : on doit utiliser des méthodes

stochastiques.
Idée : Remplacer le calcul de (f), par une moyenne ergodique :

(f)p= lim /f q(t), p(t)

T—+00 T

— trouver une dynamique qui échantillonne .
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Dynamique de Langevin hors-d’équilibre

Hamiltonien + Ornstein-Uhlenbeck + perturbation linéaire
non-gradient:

dai = dt,
Px, 2y
dpxt = — Vg, V(qr) dt 4 EF (qy 1) dt — 2« an‘ dt + 5* dWy, (g

2
dpy.t = —Vg,V(ar) dt — Wy% dt + 4/ % aw/,

¢ € R, .1y > 0 (coefficients de friction), (WX, W, )0 mouvements
Brownien standard sur RN,
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Dynamique de Langevin hors-d’équilibre

Motivations:

» Mécanisme de dissipation artificielle pour atteindre un état
stationnaire;

» Cadre mathématique rigoureux (I'ergodicité, réponse linéaire);
Questions théoriques:

» Existence et unicité d’une mesure invariante (Rey-Bellet [3] dans
le cas £ = 0 et Pavliotis-Stuart [2] dans le cas V = 0 ('04));

» Extraction de la viscosité : méthode d’Irving-Kirkwood ('54) [1];
» Comportement asymptotique en ~y, 7y .
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Générateurs infitésimaux

.Ag = Ay +¢B;
Ao = Aham + Attm;
Apem = % -Vq — V4V (a) - V, (partie Hamiltonienne);

et _ . .
Atpm = - Z divp, (7a€ "MV, ¢) (partie Ornstein-Uhlenbeck).

a=x.y

Opérateurs adjoints définis sur L?(vy).
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Structure de la mesure invariante
Théoreme La dynamique de Langevin (1) possede une unique
mesure invariante de densité ¢ € C>(DN x R?N) et

e =febo,  fe=14) &y, 2

k>1

avec fy € L2(¢y).
Moyenne d'une observable sous :

(e = /D RN h(a,p)ve(d,p)dadp = (h,fe)i2(y,)-

Réponse linéaire:

 (Aoh) N
im (YR ) 3)
¢ i=1 L2(vbo)
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Localisation

Quantité de mouvement longitudinale

Us(Y,q,p) NmZpXIXE Qyi — Y),

Tenseur des contraintes:

Ty (Y,d,p) Z pX|pyl (@i —Y) (4)
4 Oxi — Oxj R _ d
Z,V a-ai) (g =gt) [, e -ves

5)

Suite ri¢ 3gularisante : y. avec lim._o x-(- —y) = dy
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Equation de conservation

Conservation locale de la quantité de mouvement
On a les limites

o (UR(Y )
o) = i g s
et <y
oy (Y) = !@OQTOM
et q v
Qom0 L 2o uv) = LE(v). ©

au sens classique.
Postulat (loi de Newton pour la viscosité)

dux (Y
ey (¥) = 20, @
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Asymptotique pour les grandes frictions

Friction transverse infinie
Soit f,, I'unique solution de I'équation de Poisson:

N
—Aofy, = paG(ay),
i—1

alors il existe f°, f* et C > 0 tels que pour Y > >0

_ C
£y, — 0=y 1f1HH1(¢0) < -

— profil de vitesse limite uy’ ~ Ty~
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Méthode hors-d’équilibre pour la viscosité

Asymptotique pour les grandes frictions

Friction longitudinale infinie
Soit f,, I'unique solution de I'équation de Poisson:

N
—Aofy, =Y pxiG(ay),
i=1
alors il existe f1,f2 et C > 0 tels que pour vy > v >0

| <
o

f’Yx - 7)(_11:1 - ’YX_ZfZHHl(wO) <

. . _ F
— profil de vitesse limite u* ~ —
Ix
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lllustration numérique

Etude paramétrique systéme de Lennard-Jones 2d
Fluide de Lennard-Jones :

("))

Conditions thermodynamiques : (p, T) = (0.7,2.5).
Interaction tronquée en ry = 3d.
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lllustration numérique

Loi de Newton (1)

Figure: Velocity profile / pressure term oy, evaluated with binning methods,
sinusoidal perturbation.
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Loi de Newton (2)

———— T
10 15 -04 03 -0z 01 0o 01 02 03 04

value

Figure: Velocity profile / stress tensor term oxy evaluated with binning
methods, piecewise linear perturbation.
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lllustration numérique

Loi de Newton (3)

Figure: Velocity profile / pressure term oy, evaluated with binning methods,
piecewise constant constant perturbation (discontinuous).
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Réponse linéaire
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Figure: |U1| € as a function of &; 3 shape of forces. Left: v« =0 and y = 1.
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Analyse paramétrique : 7y — 0o
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Figure: Fourier coefficient U; as function of v, 7y = 1 (sinusoidal
perturbation).
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Analyse parametrique : yy, — o0

b

Figure: Shear viscosity n as function of +,, v = 1 (sinusoidal perturbation) :
left first order; right asymptotics.
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Merci pour votre attention!
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