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Soit 2 le carré unité et 8 une boule inclue dans Q

-Au = 1 Q\3
u = 0 00
u = 0 y=038
—
Prolonger la solution au domaine fictif : T

@ Lerreur d’'approximation d’un prolongement non
régulier de la solution sur un maillage non
conforme est d’ordre 1/2

@ Trouver un prolongement du terme source /
compatible avec la contrainte. /

Objectifs de la méthode :

@ Utiliser des solver rapides.

@ Récupérer I'ordre optimal de I'erreur. /
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Probléme jouet

La présentation est basée sur une version scalaire du probléme de Stokes et de la contrainte de mouvement

rigide que I'on souhaite résoudre.

—Au = f
u = 0
u = Vi
P
/I:Iu-ni = 0
Vi
ou
feLz(Q\'B)
B=UN, B

inQ\ 3
on 0Q2
ony, = 0B
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Idée : On choisi un prolongement L? de f. Soit g dans L?(22).

f = 0in3
supp(g) = 3
On considére le probléme suivant :
2, —Aug = f+g
Ug = 0 on 02

On cherche alors une fonction g € L?(3 ) telle que ug; _ est la solution de 2.
Q\3
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Existence

Proposition
Il existe une fonction g € L2(8) telle que la restriction de la solution du probléme 24 & Q'\ 3 est la solution du
probleme 2.

Preuve :
Les bords y; sont tous régulier, il existe donc un prolongement {i dans H? de la solution exacte du probléme u.

Ainsi la fonction définie par :

g=-Ai

est un contrdle qui convient.
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@ IIn'y a pas unicité du contréle :

0.005

AN
Soit W dans H28) et g dans L2(:B) telles que ug
~-0.005 Q\Q—@
001 est la solution du probléme 2. La restriction de
o015 Ug+Aw donne aussi la solution du probléeme 2.

-0.02

-0.025

9 Léquation

/Du-n:O
Vi

est satisfaite, pour tout les trous, par la solution ug du probléme 2y, si et seulement si on a

g=0

Bi
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Fonction co(t

Linconnue V; s’exprime en fonction de u de la fagon suivante :

1
Vi:—/u
Vil Jv

On veut alors minimiser la fonctionnelle quadratique suivante :

3(9):%§/V(Ug - |71||/w“9)2

K:{geLz(g); /ﬂg:o Vie{l,...,N}}

sur I'espace contraint :
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Gradient

Proposition
Soit wg la solution du probléme suivante :
—Awg = ¢40y Q

Wy
Wy = 0 0Q

ol g est dans L2(y) et est définie sur chaque V; par :
1
Oy =ug —— / u
ST Tl
Le gradient de J en g dans la boule B; est alors donné par

Wy

1
DJ(Q)‘ﬁei :Wg‘gi "8 I
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Algorithme

On utilise un algorithme de gradient conjugué pour minimiser la fonction co(t. Pour trouver le gradient a
chaque pas on suit I'algorithme suivant : étant donné une fonction g,

Q Onrésout 7,

» -Auy = f+og Q
1w = 0 oQ
Q On peut alors construire ¢y et résoudre Wg,
—Awe = Gdy Q
"lw = 0o a0

Q On projéte wy sur 'espace K pour obtenir le gradient.
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Approximation de la distribution simple couche

On approche la distribution simple couche par une somme de Dirac :

ou
Proposition

Soit 0 < s < 1/2 et & € H-1/2+5(y). Il existe une constante C > 0 telle que :

= h -
‘(¢—¢H7Vh>‘ < C\/; h® (|01l _1/24sylVh 1.0

pour toute fonction test et ol (. , .) dénote le crochet de dualité entre H=1/2+5(y) et H1/2=5(y).

. Fabréges, B. Maury (Université d’Orsay) Probléemes elliptiques en domaines perforés 23 Mai 2011

11/17



On a l'inégalité suivante :

- Nk
(0= 0 vn) | < 0]l 1/255y V0 = 3 vh 06Ty a2y
i=1

Lemme
Soit | l'interval unité (0,1), h > 0, and (Tn) une discrétisation quasi-uniforme de I. On représente Tj, par ses
sous intervals yi, ..., Yn. Onadonc :

ch<|y| <Ch, avecO0<c<C.

On considére alors xy, ..., XN, avec X; € Y;. Pour toutv € Hl(l), on note vy, son interpolation constante par
morceaux.

Vh = z v(xi )Ly,

i=
Pour toutr, 0 <r <1/2,ona
IV —vh[lur < Ch¥"|v]y

oul |v|; est la semi-norme H2, et la norme fractionnelle est définie par

o = [+ [ [ 20 l“fiz,)‘z)l/z. o<r </,
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Erreur H* du probleme 2

On applique le premier lemme de Strang au probleme du gradient :

o=l < (ot o+ sup B ZnCEn)])
VnE€Vh Zp€EVh llznl
On prend h = hTSZS pour avoir une erreur d’approximation de la distribution simple couche d’ordre 1.

@ Lerreur H! est d'ordre 1/2 & cause du saut des dérivées normales.
@ En utilisant un lemme de Aubin-Nitsche, on montre que I'on a une erreur d’ordre 1 en norme L2.

@ On applique le premier lemme de Strang au probleme 24 ce qui montre que I'erreur H?! est d'ordre 1.

Ju—un| < C( inf |Ju—vn| + sup w)
VnE€Vh Zn€EVh llzn]|

Lerreur H! est d’ordre 1 bien que I'on ait une erreur d’ordre 1/2 en norme H* pour le probléme du gradient.
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[T —

Soit r
up = lo (f)
o g R

la solution exacte du probleme suivant : -

-Au = 0 Q\3

u = 0 \%

u = u 0

Erreur H! d'ordre 1

=] 5
ury (Université d e
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—Au+0Op = f inQ\f:B

O-u = 0 inQ\ 3

u = 0 on Q2

u = Vi+WAT; ony, =03
g-n = [ Fi

w 1 Vi 1

/I’i/\0'~l"li = fVlri/\Fi

Yi

Code C++ utilisant la librairie Petsc (avec Loic Gouarin )
Eléments finis : 4Q; — Q1.
On utilise un MINRES pour résoudre les problémes de Stokes.

Préconditionnement diagonal par bloc :

> Vitesse : Matrice du Laplacien scalaire en différence finie. Les systémes linéaire sont résolus avec des FFT.
> Pression : La diagonale de la matrice de masse en pression.

¢ ¢ ¢ ¢

Le nombre d'itérations est alors indépendant du pas h du maillage.
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velocity Y|
0.008511

Figure: Une particule, taille de la grille : 2° x 210 Figure: Contréle dans une particule
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