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Introduction Les équations hyperboliques
La condition CFL
Analyse de stabilité de von Neumann

Equations de type hyperbolique

Loi de conservation d’un scalaire :
ou+VxF(u)y=0 (1)
Equation d’Euler :
ou+(u-Vju+Vp=0, divu=20 (2)
Linéarisation — équation de transport :
oiu+ aoxu = 0. (3)

Transformée de Fourier : 0; = —ai &,

— Equation différentielle ordinaire:

Oiu=zu avec z € iR. (4)
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Introduction Les équations hyperboliques

La condition CFL
Analyse de stabilité de von Neumann

Condition CFL = Notion physique d’aire d’influence

=
Ax = pas d’espace R
At = pas de temps .

Le domaine de calcul doit inclure le domaine d’influence
physique.

aiAt < CAx

C ~ 1 déterminé de facon empirique pour assurer la stabilité.
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Analyse de stabilité de von Neumann en spectral

otu = F(u) (5)
Isoler un mode de Fourier £ en espace :
u(t, x) = U(t,)e'* (6)

Discrétisation en temps u, ~ u(nAt,-)
Ex schéma Runge-Kutta d’ordre 2 :

Un+1 = Up + AtF(up + %F(un)) (7)
Hyp : I—{(U)(g) = o(&)u(€), alors avec z = Ato(€)
2
G27i(6) = To(€) + Ato(€)Th + - 06T = G(2)Tn (8

Facteur d’amplification : G(z) =1+ z + %2, zeC.
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Stabilité de von Neumann

Définition:

Pour tous At et Ax tels que (At, Ax) € C C R?, et pour tous les

modes ¢ de I'espace discrétisé (£ € [~ xy, ax)), G satisfait
|G(Ato(E)) <1+ CAt

pour C une constante positive indépendante de At et de Ax.
Alors
lurll = 1G(2) "2 wol| < (1 + CAYT/A|wo|| < €°Tluol|

Ex : pour RK2, |G(2)| = [1 + z %|
Siz=i¢, CeR,|G(2)2=(1- ) +(%= 1+2>1
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Graphe de stabilité de von Neumann

Le domaine de stabilité d’'un schéma numérique est donné par
ensemble {z € C,|G(z)| < 1}
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Question : que se passe-t-il au niveau de la tangente a (Oy)?
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Condition de stabilité At < Ch™ avec o > 1 Effets de la discrétisation spatiale
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Expérience numeérique — justification

@ équations 2D, en formulation vorticité—fonction de courant :
dw+Uu-Vw— V2w =0, V2V = w, u=viu.

@ Code spectral Fourier, AB2 pour u - Vw, exacte pour —vVZ2w.

—8— v=0
——le-2

—h— ]c-3

max

dt_
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Théoremes de stabilité sous CFL non linéaires

Théoréme

Un schéma d’ordre 2p est stable pour I'équation de transport, au pire sous une
condition de type CFL :

2p+2

At < CAx2pHT (9)

Théoreme

| A\

Si, prés de zéro, le bord du domaine de stabilité ¢ € C prend un tangence a gauche de
(Oy) -
¢ =i(0+ 0(8)) + Tor0? + 0(6*), pour 6 — 0, (10)

avec Tp, < 0, alors on a la condition nécessaire de stabilité :

C 21f1 AX 227:1
At < — . 11
(%) (%) ("
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Calcul de stabilité pour z € iR, z — 0

Facteur d’amplification pour les schémas de type Runge-Kutta
Uni1 = G(2)up

avec G(2) =1+ 12+ Boz? + --- + Bmz™.
Cas de I'équation de transport : o(¢) = i a¢. Avec & = A,
— z = jagt

2_qis2 (20 s (A1) 1 is,m (A1)
G(2)P = 145 a (AX> 1Spat (R0) v rspam (L

(St = B2—2B0-1Bes1+2B0—2B0s2— -+ (—1) 71281 Bar_1+(—1)"282)
si S 282=-~-=Sq,1 =0,

o< 1-5 (s31) "o (31)")

S; < 0 — schéma dissipatif, S; > 0 — schéma instable sous CFL.
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Condition fine de stabilité

Le facteur d’amplification

A\ 29 At 29
2 2q
|IG(2)|* =1+ S4a (Ax) +O<<Ax> )

avec Sy > 0 satisfait la condition de stabilité de von Neumann
|G(z)| <1+ CAtssi

1/(2g-1) 2q/(2g—1)
at< (%) (Ax)2a/(2a

Dol les exposants a = 2,3, ¢,... pour g =1,2,3,... dans

At < C' Ax™
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Exemples pris dans la littérature

@ Runge-Kutta 2

4/3
At<2C'/3 (ﬁ) !
- a

@ Adams-Bashforth 2

4/3
At < 22/3C1/3 (%)

@ Runge-Kutta 5 [Crouzeix-Mignot 1992]

1/5 6/5 1/5
At < 11520 cl/5 g , 11520 4398
7 a 7
@ Butcher’s Lobatto 4 [Hairer-Wanner 1991]
6/5
At < 11521/5¢1/5 (%) , 11521/5 ~ 4.095

@ Dormand-Prince 8 [Hairer-Wanner 1991]

At < 6.861876 C'/° (%)
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Expérience numérique avec Burgers

® Jiu+udxu=0 avecx e T(—1,1), t€[0,10/7],
Up(x) =10 — 0.1 sin(7x).
@ Code Fourier Pseudo-spectral
o Critére de divergence : ||un(-, t)||7v > K]|uo(:)||Tv, K = 4.
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Resultat pour des schémas classiques
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Stabilité de schémas speciaux

Upyq = Un+a1AtF(Un+a2AtF(Un+O£3AtF(Un+...)))

scheme 4

scheme 3

—=— Eulor
8 pKz2
—H— schems 2
% swhems 4
—+ whems §
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Plan

e Condition de stabilité At < Ch* avec a > 1

o Effets de la discrétisation spatiale
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Discrétisation en espace

avec les différences finies :
1 .
1?XUN Aax xakll = o) ¢ iR

E Domaine de stabilite d’Euler explicite 5
=K y"q

Distance maximale
au domaine de stabilite

methode spectrale

i

Spectre de upwind ordre 2
x=—K,_, ygpf”t 2p-1
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Condition de stabilité avec les différences finies

Stabilité de von Neumann |G| < 1 + CAt induite par

At < CAX® (12)

avec
@ a = 1si p < g (stable sous condition CFL),

° a= ?és‘i];; e[1,2]sip>q.

8 6 4
L7 3 3 2
o
Remarque: pour p — +oo (schémas centrés, méthode

spectrale, Galerkin) on retrouve le cas spectral: o = 22—31.

Erwan Deriaz erwan.deriaz@L3M.univ-mrs.fr Conditions de stabilité non linéaires



Stabilité sous ||u, 1] < (1 + CA?) ||unl|
Condition de stabilité At < Ch™ avec o > 1 Effets de la discrétisation spatiale
Extension a des domaines bornés

Plan

e Condition de stabilité At < Ch* avec a > 1

@ Extension a des domaines bornés
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Equations hyperboliques sur des domaines bornés

Hyp : La discrétisation spatiale conserve la propriété
d’antisymetrie
(u, F(v)) = =(F(u),v) (13)

pour 'EDP diu = F(u) (cf [Verstappen et al. 2003]).

Exemple :

Soientu,v,w € H'(Q)9, Q un ouvert de RY, tels que (u - V)v et
(u-V)w e L?(Q). Sidivu =0 etu-n =0 surdQ, alors

(V, (U- V)W) 2q) = —((U- V)V, W) 20
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Hypothéses de régularité de la solution

Théoreme

Soit u une solution des I'équations d’Euler incompressible,
derivable s fois, et telle que || VUl 1 (1o, rxre) < +o0. Alors, la
stabilité associée aux schémas telsque Sy =---=8S,_1 =0 et
S; > 0, sous condition de petite erreur initiale

leoll 2 = o(AX3/?), s’écrit

20\ @D 1 Ax N7
<[22 =7
a<(5) " () "

avec At le pas de temps, Ax le pas d’espace, et C une
constante.
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Interaction dipble/paroi

|Penalized Navier-Stekes egn., "smoeth" dipole—wall collision
10" e

G| —e—v=0,n=1e-2

—w—vy=0, =56-3

—h—vy=0, 1=1.1dt

: v=1e-8, n=1.1dt
| —¥—v=1e-7, n=1.1dt

4

Dipéle/paroi Stabilité
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Exemple avec Runge-Kutta 3
Dissipation numérique sous condition CFL Expérience numérique avec Burgers

Dissipation par le schéma en temps

Dans le cas
G2 = 1+ 54229 (€A07 + o ((€A07)
avec Sy < 0, il vient
o~ 2 2g—1 —
[U(T, &) ~ @S AR T () 2.
Pour conserver toutes les échelles, i.e.
Squq PIAPRITT > K <A1 v i
e - ~ Y § e [07 AX]
on a la condition suivante :
log K Ax
At < . 15
(5 ()" (19

i.e. la méme condition que pour les schémas instables.
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© Dissipation numérique sous condition CFL

@ Exemple avec Runge-Kutta 3
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Exemple avec RK3

Pour RK3, G(z2) =1+2z+% +2,q=2etS = —5 <0,
— stable sous CFL.

Mais, pour conserver toutes les échelles, le schéma doit vérifier
la condition (invisible)

4
At < 121/3G1/3 (A’() ’
- a

avec la constante C = —21%X j.e. une condition similaire & la

condition de stabilité pour RK2.
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© Dissipation numérique sous condition CFL

@ Expérience numérique avec Burgers
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Expérience numérique avec Burgers

Burgers t= jl—StTm,:l:»{

ggE———————— 1T 1T
00 04 02 03 04 05 08 07 08 0s 10

Solution de Burgers au temps t = 1 (Tiax = %).
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Spectre d’énergie pour Burgers avec RK3

] — DKCFL)

—— DHCFLy2
DHCFLY/A
DHCFLy/4

— DHCFLYS




Effets de la discrétisation temporelle
Exemple avec Runge-Kutta 3
Dissipation numérique sous condition CFL Expérience numérique avec Burgers

Conclusion

@ Condition de stabilité effective At < Ax® avec o > 1,

@ Lanalyse de stabilité de von Neumann donne un résultat
complétement différent selon que I'on considére |G| < 1
ou |G| <1+ CAt,

@ Lutilisation de la condition CFL peut fausser la cascade
turbulente,

@ Sila théorie de la stabilité est bien connue pour les EDO
[Hairer-Narsett-Wanner 1993], le cas des EDP + condition
CFL est plus mystérieux (cf [Zang & Shu 2004] et
[Burman, Ern, Fernandez 2010] pour Galerkin Discontinu).
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