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• Système de Vlasov-Poisson 1D :
∂t f (x , v , t) + v∂x f (x , v , t) + q

mE (x , t) ∂v f (x , v , t) = 0

∂xE (x , t) = q
m

(∫
f (x , v , t) dv − n0 (x)

)
,

où n0 est la densité constante du fond d’ions neutralisant.

• Difficultés :

- en 3D =⇒ 7 variables : 3 d’espace, 3 en vitesse et le temps
=⇒ calculs très lourds,

- il n’y a pas de mécanisme de dissipation =⇒ la solution peut
devenir turbulente (filaments, vortex, etc.).

• Objectifs :

- réduire la dimension du problème,

- conserver assez d’information sur la solution.
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La méthode des moments

Résultats numériques
Conclusions et perspectives

Le modèle multi-water-bag

On considère f constante par morceaux par rapport à v :

f (x , v , t) =
k∑

j=1

Aj , pour v ∈
[
v−k (x , t) , v+

k (x , t)
]

⇐⇒

f (x , v , t) =
N∑
j=1

Aj

(
H
(
v+
j (x , t)− v

)
− H

(
v−j (x , t)− v

))
,

où H est la fonction de Heaviside :

H (u) =

{
0 si u < 0,

1 si u > 0,

N est un entier, v±j (x , t) sont des vitesses et Aj sont des
constantes, pour j = 1, . . . ,N.
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Modèle à 3 bags dans l’espace des phases (à gauche) et fonction de

distribution correspondante (à droite).

Idée du modèle : faire évoluer les v±j (x , t) au lieu de f .

Résolution d’équations de transport sur les v±j par une méthode de
volumes finis (Godunov par exemple) :

∂tv
±
j + v±j ∂xv

±
j −

q

m
E = 0, ∀j = 1, . . . ,N.
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Méthode des moments

• Définition : moment d’ordre k, en la variable v , d’une fonction f
intégrable en v :

Mk (x , t) =

∫ +∞

−∞
vk f (x , v , t) dv .

• Système aux moments (en prenant les 2N premiers moments de
l’équation de Vlasov) :

∂tM0 + ∂xM1 = 0

∂tMk + ∂xMk+1 − k
q

m
EMk−1 = 0, pour k = 1, . . . , 2N − 1

∂tE (x , t) =
q

m
(M1 (0, t)−M1 (x , t)) .
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• Remarques :

- la variable v n’intervient plus =⇒ une dimension en moins,

- N peut être choisi selon la précision voulue et les moyens de
calculs,

- inconnues : M0, . . . , M2N−1, et M2N =⇒ besoin d’une
relation de fermeture.

• Relation de fermeture : il faut choisir une représentation de f ,
par exemple par le modèle multi-water-bag. Les moments
s’écrivent ainsi :

Mk (x , t) =
N∑
j=1

Aj

v+k+1

j (x , t)− v−
k+1

j (x , t)

k + 1
, ∀ k = 0, . . . , 2N

=⇒ expression de M2N en fonction des v±j .
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Algorithme

• Moments et v±j (x , t) connus au temps n.

• Calcul des moments et de E au temps n + 1 selon un schéma
cinétique (expression naturelle des flux).

• Calcul des v±j (x , t) au temps n + 1 par :

- la méthode de Newton-Raphson, itérative et difficile à
initialiser,

- l’algorithme de Gosse et Runborg quand Aj = ±1, pas très
stable quand deux bags sont trop proches.
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Introduction
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Validation

• Validation de la méthode sur l’amortissement Landau et
l’instabilité double faisceau, en la comparant à la méthode PIC.

• Condition initiale de l’amortissement Landau :
f (x , v , t = 0) = (1 + ε cos (kx))

1√
2π

e−
v2

2

E (x , t = 0) =
q

m

ε

k
sin (kx) .

• Condition initiale de l’instabilité double faisceau :
f (x , v , t = 0) = (1 + ε cos (kx))

1

2
√

2π

(
e−

(v−v0)2

2 + e−
(v+v0)2

2

)
E (x , t = 0) =

q

m

ε

k
sin (kx) .
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La méthode des moments

Résultats numériques
Conclusions et perspectives

Amortissement Landau

Amortissement Landau : k=0,5, ε = 0, 001. Énergie électrique (échelle

logarithmique) en fonction du temps.
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Cas tests étudiés

Conditions initiales telles que :

- f (x , v , t = 0) est décrite de manière exacte par un ou deux
couples de bags,

- la solution se déstabilise : création de filaments, de vortex, etc.

Exemples à l’instant initial :
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La méthode des moments

Résultats numériques
Conclusions et perspectives

Premier cas test : 1 couple de bags

Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 0 et 2 :
particules (méthode PIC),
v+

1 et v−1 (water-bag).
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Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 5 et 10 :
particules (méthode PIC),
v+

1 et v−1 (water-bag).
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Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 20 et 50 :
particules (méthode PIC),
v+

1 et v−1 (water-bag).
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Second cas test : 2 couples de bags

Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 0 et 2 :
particules (méthode PIC),
v+

1 , v−1 , v+
2 et v−2 (water-bag).
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Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 3 et 4 :
particules (méthode PIC),
v+

1 , v−1 , v+
2 et v−2 (water-bag).
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Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 5 et 10 :
particules (méthode PIC),
v+

1 , v−1 , v+
2 et v−2 (water-bag).
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• Conclusions :

- solution mono-valuée correctement décrite,

- les v±j (x , t) ne peuvent pas être multi-valuées =⇒ perte
d’information quand des filaments apparaissent,

- algorithme utilisé instable quand au moins deux bags sont
trop proches (matrice mal conditionnée).

• Travail en cours pour améliorer la représentation des filaments :

- stabiliser l’algorithme de Gosse et Runborg quand plusieurs
bags sont proches,

- première idée : fusionner les bags trop proches.
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Espace des phases (v en fonction de x) aux temps 0 et 0.1 :
particules (méthode PIC),
v+

1 , v−1 , v+
2 , v−2 , v+

3 et v−3 (water-bag).
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Introduction
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Espace des phases (v en fonction de x) au temps 0.4 :
particules (méthode PIC),
v+

1 , v−1 , v+
2 , v−2 , v+

3 et v−3 (water-bag).
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Espace des phases (v en fonction de x) au temps 0.4 :
particules (méthode PIC),
f reconstruite par la méthode moments/multi-water-bag.
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• Perspectives :

- généraliser l’algorithme de Gosse et Runborg au cas où les Ai

sont quelconques,

- coupler notre méthode à une méthode PIC : créer des
particules quand les filaments apparaissent.

Merci de votre attention !
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