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Système :

∂xε(t, ξ)

∂t
=
∂2xε(t, ξ)

∂ξ2
+ f (ξ, xε(t, ξ), y ε(t, ξ)),

∂y ε(t, ξ)

∂t
=

1

ε

∂2y ε(t, ξ)

∂ξ2
+

1

ε
g(ξ, xε(t, ξ), y ε(t, ξ)) +

1√
ε

∂ω(t, ξ)

∂t
,

(1)
∀t ≥ 0, ξ ∈ (0, 1), avec conditions initiales (xε(0, .), y ε(0, .)) = (x , y) et
conditions au bord de Dirichlet homogènes.
∂ω(t,ξ)
∂t

: bruit blanc en temps et en espace.
Le paramètre ε > 0 tend vers 0.

Réécriture dans L2(0, 1) :

dX ε(t) = (AX ε(t) + F (X ε(t),Y ε(t))) dt

dY ε(t) =
1

ε
(BY ε(t) + G(X ε(t),Y ε(t))) dt +

1√
ε
dW (t),

(2)

W processus de Wiener cylindrique.
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Principe de Moyennisation : X ε peut être approximé par X dé�ni par

dX (t)

dt
= AX (t) + F (X (t))

X (0) = x .

Types de convergence :

I Sens fort : E|X ε(t)− X (t)| = O(ε1/2).

I Sens faible : ∀φ fonction test |Eφ(X ε(t))− φ(X (t))| = O(ε).

Connu en dimension �nie (Khasminskii, Freidlin-Wentzell...) ;
convergence sans ordre en dimension in�nie (Cerrai).
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Coe�cients linéaires

A partir de (1) : pour φ ∈ H2(0, 1) ∩ H1
0 (0, 1) ⊂ L2(0, 1),

Aφ = Bφ = d2φ
dξ2

.
Plus généralement : A et B opérateurs linéaires non bornés sur H
espace de Hilbert séparable, avec :

Aek = −λkek , ∀k ∈ N
λ := inf

k∈N
λk > 0, λk → +∞

Bfk = −µk fk , ∀k ∈ N

µ := inf
k∈N

µk > 0, µk → +∞, ∀α > 1/2

+∞X
k=0

1

µαk
< +∞.

Applications : puissances de −A et semi-groupe (etA)t≥0 : si
x =

P
k xkek , θ ∈ [0, 1],

(−A)θx =
X
k

xkλ
θ
kek

etAx =
X
k

e−λk txkek .
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Coe�cients non linéaires

A partir de (1) : si x , y ∈ H, on pose F (x , y)(ξ) = f (ξ, x(ξ), y(ξ))
(opérateur de Nemytskii).
Plus généralement : F est bornée et véri�e pour un η ∈ [0, 1/2[

I |D.F (x , y).h| ≤ C |h|H .
I |D2

..F (x , y).(h, k)| ≤ C |h|H |k|(−A)η .

Pour G : mêmes hypothèses + hypothèse gradient :

G(x , y) := ∇yU(x , y).

Stricte dissipativité :

Lg := sup
x∈H

[G(x , .)]Lip < µ.
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Intégrale stochastique dans H

Sur (Ω,F , (Ft)t≥0,P) on pose

W (t) =
X
k

βk(t)qk ,

avec (qk)k base hilbertienne de H et (βk)k famille de mouvements
browniens standard réels indépendants.

Comme dim(H) = +∞, cette série ne converge pas dans H, mais
seulement dans tout espace K tel que Ψ : H ⊂ K est un opérateur de
Hilbert-Schmidt :

|Ψ|2L2(H,K) :=
+∞X
k=0

|Ψ(qk)|2K < +∞.
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Soit (H, (qk)) et (K , (rl )), ainsi que Ψ une variable aléatoire à valeurs
dans L(H,K).Z T

0

Ψ(s)dW (s) :=
X
k,l

Z T

0

< Ψ(s)qk , rl > dβk(s)rl

est bien dé�nie dans K lorsque Ψ ∈ L2(Ω× [0,T ];L2(H,K)).
Propriétés :

E
Z T

0

Ψ(s)dW (s) = 0

E|
Z T

0

Ψ(s)dW (s)|2K = E
Z T

0

|Ψ(s)|2L2(H,K)ds.

Exemple : si v ∈ H, < v ,W (t) > est bien dé�nie et on a

E[< v1,W (t) >< v2,W (s) >] = t ∧ s < v1, v2 > .
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Convolution stochastique
Pour tout t ≥ 0, on dé�nit

W B(t) =

Z t

0

e(t−s)BdW (s).

C'est l'unique solution mild de

dZ(t) = BZ(t)dt + dW (t),

Z(0) = 0.

Propriétés :

I W B(t) suit une loi Gaussienne centrée sur H, d'opérateur de
covariance

R t

0
e2sBds.

I Pour tout 0 < r < 1/4, il existe Cr telle que pour tous t, s > 0

E|W B(t)−W B(s)|2 ≤ Cr |t − s|2r .

Donc trajectoires r -Holder en temps, ∀r < 1/4 (par critère de
Kolmogorov).

I En espace : pour tout 0 ≤ γ < 1/4, il existe C(γ) telle que pour
tout t ≥ 0

E|(−B)γW B(t)|2 ≤ C(γ).

Pour plus de régularité en espace : besoin d'hypothèses sur les
fonctions de base (fk).
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Solution du système

Dans H, le système s'écrit :

dX ε(t) = (AX ε(t) + F (X ε(t),Y ε(t))) dt

dY ε(t) =
1

ε
(BY ε(t) + G(X ε(t),Y ε(t))) dt +

1√
ε
dW (t),

avec X ε(0) = x et Y ε(0) = y .

Proposition

Pour tout ε > 0, T > 0, x ∈ H, y ∈ H, ce système admet une unique

solution mild (X ε,Y ε) :

X ε(t) = etAx +

Z t

0

e(t−s)AF (X ε(s),Y ε(s))ds

Y ε(t) = e
t
ε
By +

1

ε

Z t

0

e
(t−s)
ε

BG(X ε(s),Y ε(s))ds

+
1√
ε

Z t

0

e
(t−s)
ε

BdW (s).
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Equation rapide avec composante lente �gée

dYx(t, y) = (BYx(t, y) + G(x ,Yx(t, y)))dt + dW (t)

Yx(0, y) = y .
(3)

Contractivité des trajectoires (par stricte dissipativité) : ∀t ≥ 0,
∀y , z ∈ H,

|Yx(t, y)− Yx(t, z)| ≤ e−(µ−Lg )t |y − z | ps.

Conséquence : existence et unicité d'une mesure de probabilité
invariante, ergodique, notée µx ; de plus :

I si ν = N (0, (−B)−1/2), alors µx(dy) = e2U(x,y)

Z(x)
ν(dy).

I la convergence vers l'équilibre est exponentielle : si φ est
Lipschitzienne

|Eφ(Yx(t, y))−
Z
H

φ(z)µx(dz)| ≤ C(x , y)e−(µ−Lg )t [φ]Lip.
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L'équation moyennée

On pose pour tout x ∈ H

F (x) =

Z
H

F (x , y)µx(dy).

F est bornée, Lipschitzienne.

L'équation moyennée est dé�nie par

dX (t)

dt
= AX (t) + F (X (t)),

X (0) = x .

Elle admet une unique solution mild

X (t) = etAx +

Z t

0

e(t−s)AF (X (s))ds.
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Ordres de convergence

Théorème (Ordre fort)

Pour tous 0 < r < 1/2, T > 0, x ∈ H, y ∈ H, il existe C > 0 telle que

pour tous ε > 0 et 0 ≤ t ≤ T

E|X ε(t)− X (t)|H ≤ Cε1/2−r . (4)

Théorème (Ordre faible)

Pour tous 0 < r < 1, T > 0, 0 < θ ≤ 1, x ∈ D(−A)θ, y ∈ H,

φ ∈ C2b(H), il existe C > 0, telle que pour tous ε > 0 et 0 ≤ t ≤ T

|E[φ(X ε(t))]− φ(X (t))| ≤ Cε1−r . (5)
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Idées de preuves

Ordre fort : subdivision de [0,T ] avec pas δ =
√
ε.

Sur [kδ, (k + 1)δ], avec 0 ≤ k ≤ N := bT0
δ
c, on pose

dX̃ ε(t) = (AX̃ ε(t) + F (X ε(kδ), Ỹ ε(t)))dt

dỸ ε(t) =
1

ε
(BỸ ε(t) + G(X ε(kδ), Ỹ ε(t)))dt +

1√
ε
dW (t),

avec X̃ ε(0) = x , Ỹ ε(0) = y , et une condition de continuité en kδ.

Ordre faible : interprétation via des équations de Kolmogorov et
recherche d'un développement en ε : si uε(t, x , y) = E[φ(X ε(t))]

uε = u0 + εu1 + reste,

avec ∂
∂
uε = ( L1

ε
+ L2)uε.
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(BỸ ε(t) + G(X ε(kδ), Ỹ ε(t)))dt +
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La méthode HMM

Objectif : approximer X ε.

Si on connaissait F : schéma d'Euler

X n+1 = X n + ∆tAX n+1 + ∆tF (X n).

Principe : utiliser

F (X ) =
R
H
F (X , y)µX (dy) = lims→+∞ E[F (X ,YX (s, y))].

Macrosolveur :

Xn+1 = Xn + ∆tAXn+1 + ∆tF̃n

X0 = x .
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La méthode HMM (2)

Microsolveur :

Yn,m+1,j = Yn,m,j +
δt

ε
BYn,m+1,j +

δt

ε
G(Xn,Yn,m,j )

+

r
δt

ε
χn,m+1,j ,

où χn,m+1,j = 1q
δt
ε

(W n,j

(m+1) δt
ε

−W n,j

m δt
ε

).

On pose

F̃n =
1

MN

MX
j=1

NmX
m=nT

F (Xn,Yn,m,j ),

avec des paramètres M, nT , N, Nm = nT + N − 1.
Procédé d'initialisation :

Y0,0,j = y

Yn+1,0,j = Yn,Nm,j .
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Résultats

Décomposition :

X ε(n∆t)− Xn = X ε(n∆t)− X (n∆t)

+ X (n∆t)− X n

+ X n − Xn.

Erreur en 3 parties :

I ε1/2−r (fort) ou ε1−r (faible) par moyennisation.

I ∆t1−r : schéma déterministe.

I ( δt
ε

)1/2−r : erreur entre mesures invariantes des processus continus
et discrets.
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