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Introduction aXE(t,f) _ 82xe(t’ f) e .
Hypothéses ot - 852 + F(&,x(t,€), y(t,€)),
iy Oy (t,€) _ 19%y°(t,€) dw(t,€)
- T e G GO GO
ication : (1)
ethode MM Vvt > 0,& € (0,1), avec conditions initiales (x°(0,.), y€(0,.)) = (x,y) et

conditions au bord de Dirichlet homogénes.
% : bruit blanc en temps et en espace.
Le paramétre € > 0 tend vers 0.
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Systéme :
8x58(:,§) — 1o} Xgé?é_) + f(f,Xe(t,g),yE(t,E)L
€ 2 €
aya(?g) E 19 yag S9N g(g,x (t,€),y (£, ) + ﬁ ((;t 9]
(1)

vt > 0,¢ € (0,1), avec conditions initiales (x°(0,.), y(0,.)) = (x,y) et
conditions au bord de Dirichlet homogénes.

% : bruit blanc en temps et en espace.

Le paramétre € > 0 tend vers 0.

Reécriture dans L3(0,1) :

dX(t) = (AX(t) + F(X (t), Y(t))) dt

dYe(t) = %(BYe(t) + G(XE(t), YE(1)) dt + %dW(t),

(2)

W processus de Wiener cylindrique.
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Hypothéses -
L'équation dX(t)

moyennée p

= AX(t) + F(X(t))

Résultats

X(0) = x.

Application :

méthode HMM
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Principe de Moyennisation : X peut &tre approximé par X défini par

dX(t)
dt

= AX(t) + F(X(t))
X(0) = x.

Types de convergence :
» Sens fort : E|X(t) — X(t)| = O(¢*/?).
» Sens faible : V¢ fonction test |[E¢(X(t)) — ¢(X(t))| = O(e).
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Principe de Moyennisation : X peut &tre approximé par X défini par

dX(t)
dt

= AX(t) + F(X(t))
X(0) = x.

Types de convergence :
» Sens fort : E|X(t) — X(t)| = O(¢*/?).
» Sens faible : V¢ fonction test |[E¢(X(t)) — ¢(X(t))| = O(e).

Connu en dimension finie (Khasminskii, Freidlin-Wentzell...) ;
convergence sans ordre en dimension infinie (Cerrai).
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Al Coefficients linéaires

Stochastiques
Charles-Edouard A partir de (1) : pour ¢ € H*(0,1) N H3(0,1) C L*(0,1),
BREHIER d2¢
letredteten Plus généralement : A et B opérateurs linéaires non bornés sur H

Hypothéses espace de Hilbert séparable, avec :

Coefficients

liné

E:éair:lse"ts non Aek = _)\k €k, Vk € N
Intégrale

stochastique dans A= |nf )\k > 07 Ak — 400
H keN

olution du
:Systéme Bfk = —‘U,kfk,vk S N

L'équation

moyennée i I 1

Résultats W= I:rgwuk > 0, px — 400, Voo > 1/22 — < +oo.
Application : k=0 "k
méthode HMM
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Charles-Edouard A partir de (1) : pour ¢ € H*(0,1) N H3(0,1) C L*(0,1),
BREHIER d2¢
letredteten Plus généralement : A et B opérateurs linéaires non bornés sur H
Lypothescs espace de Hilbert séparable, avec :

Coefficients

linéaires

E"oéeairzlsents non Aek = _)\k €k, Vk € N
Intégrale

stochastique dans A= |nf )\k > 07 Ak — 400
H keN

olution du
:Systéme Bfk = —‘U,kfk,vk S N

L'équation

moyennée . too 1
Résultats M= I:renlc\],uk >0, puk — +o00,Va > 1/22 — < +oo.

— k
Application : k=0

méthode HMM
Applications : puissances de —A et semi-groupe ()50 : si
x =Y, xkex, 0 € [0,1],

(—A)GX = Zxk)\Zek

K
A —a
ex = E e kix,ep.
K
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Coefficients non linéaires

A partir de (1) : si x,y € H, on pose F(x,y)(§) = f(£,x(£),y(£))
(opérateur de Nemytskii).

Plus généralement : F est bornée et vérifie pour un n € [0,1/2]
» |D.F(x,y).h| < C|h|n.
> ID2F(x,y)-(h, k)| < C|lulkl—ap-

Pour G : mémes hypothéses + hypothése gradient :

G(x,y) =V, U(x,y).
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Coefficients non linéaires

A partir de (1) : si x,y € H, on pose F(x,y)(§) = f(£,x(£),y(£))
(opérateur de Nemytskii).
Plus généralement : F est bornée et vérifie pour un n € [0,1/2]

> |D.F(x,y)-h| < Clhlu.
> [D2F(x,y).(h, k)| < Clhlulk|ay.
Pour G : mémes hypothéses + hypothése gradient :
G(X7.y) = V.VU(X7y)'

Stricte dissipativité :

Lg :=sup[G(x,.)]Lip < p-

xeH
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Coefficients

linéaires
Coefficients non W(t) = Z Br(t)ak,
k

linéaires

Intégrale
stochastique dans
H

avec (qk )« base hilbertienne de H et (B« )x famille de mouvements
browniens standard réels indépendants.
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moyennée

Résultats

Application :
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Hypothéses Sur (2, F, (Ft)e>0,P) on pose
|inéair:ise"“ e W(t) = Z ﬁk(t)qk’
Intégrale k
:lloc astique dans
Solution du avec (g )« base hilbertienne de H et (8k)« famille de mouvements
:y::::; browniens standard réels indépendants.
moyennée Comme dim(H) = 4o0, cette série ne converge pas dans H, mais
Résultats seulement dans tout espace K tel que W : H C K est un opérateur de
Application : Hilbert-Schmidt :
méthode HMM
+o00o

W [Zpmr) = D [W(aw)lic < +oo.
k=0
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Soit (H, (q«)) et (K, (rr)), ainsi que W une variable aléatoire a valeurs
dans L(H, K).

.
/ (s)dW(s) Z/ < VY(s)qk, nn > dBxk(s)n
0

est bien définie dans K lorsque W € L*(Q x [0, T]; L2(H, K)).
Propriétés :

IE/T\IJ(s)dW(s) —0
T
E\/ s)dW (s)[k = /0 V() Za(r1.1c) -
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Soit (H, (q«)) et (K, (rr)), ainsi que W une variable aléatoire a valeurs
dans L(H, K).

.
/ (s)dW(s) Z/ < VY(s)qk, nn > dBxk(s)n
0

est bien définie dans K lorsque W € L*(Q x [0, T]; L2(H, K)).
Propriétés :

IE/T\IJ(s)dW(s) —0
T
E\/ s)dW (s)[k = /0 V() Za(r1.1c) -

Exemple : si v € H, < v, W(t) > est bien définie et on a

E[< vi, W(t) >< w2, W(s) >] =t As < wvi,va >.
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Introduction 0
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Intégrale Z(O) =0.
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WE(¢) = / B gy (s).
0

Introduction

Hypothéses C’est I'unique solution mild de

Caeflicients non dZ(t) = BZ(t)dt + dW(t),

Intégrale Z(0) =0.

stochastique dans
H

Solution d IPTPS
systeme Propriétés :
LiSantios » WH5(t) suit une loi Gaussienne centrée sur H, d'opérateur de
moyennée X t 2sB

covariance fo e®Bds.

> Pour tout 0 < r < 1/4, il existe C, telle que pour tous t,s >0
E|WEB(t) — WB(s)]* < G|t —s|*".

Résultats

Application :
méthode HMM

Donc trajectoires r-Holder en temps, Vr < 1/4 (par critére de
Kolmogorov).
» En espace : pour tout 0 < v < 1/4, il existe C(7) telle que pour
tout t >0
E|(-B)"WE(t)]* < C(v).
Pour plus de régularité en espace : besoin d’hypothéses sur les
fonctions de base (f).
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Solution du systéeme

Dans H, le systéme s’écrit :
dX (t) = (AX (t) + F(X“(t), Y°(t))) dt

dY<(t) = %(BYe(t) + G(X(t), YY(£))) dt + %dW(t),

avec X°(0) =x et Y(0) =y.
Proposition
Pour tout e >0, T >0, x € H, y € H, ce systéme admet une unique
solution mild (X¢,Y€) :
t
XC(t) = ex + / et AE(X(s), Y<(s))ds
0

t t—s
Ye(t) = e?By—i—%/ e “TIBG(X (s), Y¥(s))ds
0

o [ s
— e ¢ S).
Ve
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Equation rapide avec composante lente figée

dYx(t,y) = (BYx(t,y) + G(x, Y(t,y)))dt + dW(t)
Ye(0,y) =y.
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moyennée

Résultats

Application :
méthode HMM

Equation rapide avec composante lente figée

dYx(t,y) = (BYx(t,y) + G(x, Y(t,y)))dt + dW(t)
Ye(0,y) =y.

Contractivité des trajectoires (par stricte dissipativité) : Vi > 0,
Vy,z € H,

[Ya(t,y) = Ya(t,2)| < e 75|y — 2| ps.
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Equation rapide avec composante lente figée

dYi(t,y) = (BYx(t,y) + G(x, Yx(t, y)))dt + dW(t)
Y(0,y) =y.
Contractivité des trajectoires (par stricte dissipativité) : Vi > 0,
Vy,z € H,
[Y(t,y) = Ya(t,2)| < ey — 2] ps.
Conséquence : existence et unicité d'une mesure de probabilité
invariante, ergodique, notée p™ ; de plus :
> si v =N(0,(—B)71/2), alors p*(dy) = <= v(dy).

» la convergence vers I'équilibre est exponent|elle 1 si ¢ est
Lipschitzienne

2ny

E6(Ya(t.y)) - / H(2)*(dz)| < Cx,y)e L g,
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e e

Résultats

Application :
méthode HMM

L’équation moyennée

On pose pour tout x € H
)= [ e ().
H

F est bornée, Lipschitzienne.
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Résultats

Application :
méthode HMM

L’équation moyennée

On pose pour tout x € H
)= [ e ().
H

F est bornée, Lipschitzienne.
L'équation moyennée est définie par

@ — AX(t) + F(X(2)),
X(0) = x.

Elle admet une unique solution mild

X(t) = e"x + / t e F(X(s))ds.
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:,y,p‘”hf"' Théoréme (Ordre fort)

é&quation

e Pour tous 0 < r <1/2, T >0, x € H, y € H, il existe C > 0 telle que
Résultats pour touse >0 et 0 S ¢ S T

Application :

méthode HMM ElXe(t) _Y(t)‘H S C€1/2—r. (4)
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Introduction

Hypothéses . \
vpet Théoréme (Ordre fort)
L P

moyennée Pour tous 0 < r <1/2, T >0, x € H, y € H, il existe C > 0 telle que
Résultats pourtouse>0et0<t<T

Application :

méthode HMM ElXe(t) _Y(t)‘H < C€1/2—r. (4)

Théoréme (Ordre faible)

Pourtous 0 <r <1, T>0,0<0<1, x€D(-A)? yecH,
¢ € C3(H), il existe C > 0, telle que pour touse >0et0<t<T

[E[p(X“(£)] = (X ()] < Ce'™". (5)
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BREHIER
trtroduction Ordre fort : subdivision de [0, T] avec pas § = /e.
Hypothéscs Sur [k, (k +1)d], avec 0 < k < N := [ L], on pose
L'équation
moyennée ~ ~ ~
Résultats dXE(t) = (AX€(t) + F(X€(k§)’ Ye(t)))dt
ication : /€ 1 V23 € /€ 1
mibode MM dY<(t) = Z(BY (t) + G(X(kd), YE(t)))dt + ﬁdW(t),

avec X<(0) = x, Y°(0) =y, et une condition de continuité en k4.
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Idées de preuves

Ordre fort : subdivision de [0, T] avec pas § = \/e.
Sur [k, (k +1)d], avec 0 < k < N := [ L], on pose

dXe(t) = (AX(t) + F(X(kd), Y<(t)))dt
dye(t) = %(B\N/E(t) + G(X°(kd), Y<(t)))dt + %dW(t),

avec X<(0) = x, Y°(0) =y, et une condition de continuité en k4.

Ordre faible : interprétation via des équations de Kolmogorov et
recherche d'un développement en ¢ : si u(t,x,y) = E[¢(X(t))]

u® = uo + €uy + reste,

avec Juf = ("71 + Ly)us.
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La méthode HMM

Objectif : approximer X¢.
Si on connaissait F : schéma d'Euler

Xni1 = Xn + AtAX ni1 + AtF(Xa).
Principe : utiliser

F(X) = fH F(X7Y)ﬂx(dY) = |ims—>+oo IE[F()(v YX(57Y))]'
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La méthode HMM

Objectif : approximer X¢.

Si on connaissait F : schéma d'Euler

Xni1 = Xn + AtAX ni1 + AtF(Xa).
Principe : utiliser
F(X) = [, F(X,y)p(dy) = lims— 1o E[F (X, Yx(s,y))]-

Macrosolveur :

Xni1 = Xn + AtAXni1 + AtF,

Xo = X.
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Application :
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Description de la

méthode

Résultats de
convergence
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Introduction

ot ot
Hypothéses Yo,mi1j = Yamj+ ?BYnmerlJ + ?G(X,17 Yo,m,j)
L'équation

moyennée t

Résultats + € Xn,m+1,j;
Application :

méthode HMM

Y ,— 1 n,j i
Bt dh b OU Xn,m+1,j = (VV( w"5,)

5 St
méthode Ve m+1)<t

Résultats de
convergence
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La méthode HMM (2)

Microsolveur :

Yn,m+1,j = Yn,m,j +

ol Xn,m+1,j =

On pose

_1

/ot
€

ot ot
?Byn,erl,j + ?G(Xn7 Yn,m,j)

ot
+ — Xn,m+1,j,
€

n.j
W

erl)%t

- wrd,).

N 1 Lo
Fo= g 2o Do F(Xa, Yom)),

Jj=1 m=nt

avec des paramétres M, nt, N, N\, = n7+ N — 1.
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La méthode HMM (2

Microsolveur :

Yn,m+1,j = Yn,m,j +

)

at

ot
?Byn,erl,j + ?G(Xn7 Yn,m,j)

ot
+ — Xn,m+1,j,
€

Y ,— 1 n,
OU Xn,m+1,j = @(VV(

On pose
F =

avec des paramétres M,
Procédé d'initialisation :

J 7 W"’j
n)

erl)%t

1 M Np
S S FXn Yo

Jj=1 m=nt

nr, N, Ny = nr++ N —1.

Yo=Yy

Yn+1,05 = Yo, Npm.j-
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ypotheses Décomposition :
L'équation
e

e XE(nAt) — X» = X(nAAt) — X(nAt)
Application : + Y( nA f) — Yn
méthode HMM

Description de la X, _
méthode + X" Xn.
Résultats de

convergence
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Résultats

Décomposition :

X(nAt) — X, = X°(nAt) — X(nAt)
+Y(nAt) - X,
+ X, — X,
Erreur en 3 parties :

» /277 (fort) ou €' ~" (faible) par moyennisation.

» At'7" : schéma déterministe.

> (%)1/27" : erreur entre mesures invariantes des processus continus
et discrets.
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