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Dérivée frationnaire au sens de Grünwald-LetnikovNotion de Grünwald-Letnikov (1867-1868)Formule de la n-ième semi-dérivée de f :
(±d∓)nf (t) = limh→0+ 1hn n

∑r=0(−1)rC rn f (t ∓ rh).Dé�nition 1 (Grünwald-Letnikov)Pour α > 0 et f ∈ C−[−α]([a, b],Rd ), on dé�nit :
∀a < t ≤ b, Dα

−f (t) = limh→0nh=t−a 1hα

n
∑r=0 αr f (t − rh)

∀a ≤ t < b, Dα

+ f (t) = limh→0nh=b−t 1hα

n
∑r=0 αr f (t + rh)les dérivées frationnaires à gauhe et à droite de f d'ordre α au sens deGrünwald-Letnikov (où αr = (−1)rC r

α).Généralisation de la notion lassique de dérivée :
∀n ∈ N

∗, Dn
−f = f (n) et Dn

+f = (−1)nf (n)Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 6 / 33
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Systèmes Lagrangiens frationnairesÉquation d'Euler-Lagrange frationnaire (0 < α ≤ 1)Soient Lα la fontionnelle Lagrangienne frationnaire assoiée au Lagrangien L de lasse
C2 suivants :
Lα : C2([a,b],Rd ) −→ Rq 7−→

∫ ba L(q,Dα
−q, t)dt L : Rd × Rd × [a,b] −→ R

(x , v , t) 7−→ L(x , v , t).Théorème 1 (Équation d'Euler-Lagrange frationnaire)q est point ritique de Lα si et seulement si :
∂L
∂x (q,Dα

−q, t) +Dα

+

(

∂L
∂v (q,Dα

−q, t)) = 0. (ELα)O.P. Agrawal Formulation of Euler-Lagrange equations for frational variationalproblems. JMAA, 2002.Cas lassique (α = 1), on retrouve l'équation d'Euler-Lagrange lassique (1750) :
∂L
∂x (q, q̇, t)− ddt (∂L

∂v (q, q̇, t)) = 0. (EL1)Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 8 / 33
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Systèmes Lagrangiens frationnairesSymétrie et intégrale première d'un système Lagrangien frationnaireDé�nition 4 (Symétrie d'un SLF )Soit Φ =
(

ϕ(s, 0))s∈R
un groupe à un paramètre de di�éomorphismes. On dit que L estDα

−-invariant sous l'ation de Φ si pour toute solution q de (ELα) et tout
(s, t) ∈ R× [a, b] : L(ϕ(s, q),Dα

−

(

ϕ(s, q)), t) = L(q,Dα
−q, t).On dit alors que le système (ELα) possède une symétrie ou enore qu'il est inhangé sousl'ation de Φ dans le sens que pour toute solution q de (ELα) et tout s ∈ R :

L
α
(

ϕ(s, q)) = L
α(q).Dé�nition 5 (Intégrale première d'un SLF )On dit que I : R

d × R
d × [a, b] −→ R est une intégrale première de (ELα) si :

∀q solution de (ELα), ddt (I (q,Dα
−q, t)) = 0Question : peut-on relier es deux notions ?Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 9 / 33
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Systèmes Lagrangiens frationnairesThéorème de Noether frationnaire ?Ave une preuve analogue à elle du théorème de Noether lassique :Théorème 4Si L est Dα
−-invariant sous l'ation de Φ. Alors, pour toute solution q de (ELα) :f Dα

−g − g Dα

+ f = 0où f =
∂L
∂v (q,Dα

−q, t) et g =
∂ϕ

∂s (0, q).G.S.F. Frederio, D.F.M. Torres A formulation of Noether's theorem for frationalproblems of the alulus of variations. JMAA, 2007.Question : Peut-on extraire une intégrale première de e résultat ?Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 10 / 33
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Systèmes Lagrangiens frationnairesThéorème de Noether lassique (1918)Pour α = 1, par la formule de Leibniz :f Dα

−g − g Dα

+ f = f ġ + ḟ g = 0 =
ddt (fg).Théorème 6 (de Noether)Si L est d/dt-invariant sous l'ation de Φ alorsI : R

d × R
d × [a, b] −→ R

(x , v , t) 7−→
∂L
∂v (x , v , t)∂ϕ∂s (0, x)est une intégrale première de (EL1).E. Noether Invariant variation problems. 1918.Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 11 / 33
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Disrétisation des systèmes Lagrangiens frationnairesDisrétisation direte de (ELα)Rappel : ∂L
∂x (q,Dα

−q, t) + Dα

+

(

∂L
∂v (q,Dα

−q, t)) = 0 (ELα)Besoin des analogues disrets de l'inonnue q et des opérateurs frationnaires Dα
±.N ∈ N

∗, h = (b − a)/N et τ = (tk)k=0,...,N = (a+ kh)k=0,...,N .Les versions disrètes des ourbes q sont don les éléments Q = (Qk)k=0,...,N de
(Rd )N+1. Ils sont reliés par l'appliation ι(q) = (q(tk))k=0,...,N .Les versions disrètes des opérateurs frationnaires sont :

∆α
− :

(

R
d)N+1

−→
(

R
d)N+1Q 7−→

( 1hα

k
∑r=0 αrQk−r)k=0,..,N ,

∆α
+ :

(

R
d)N+1

−→
(

R
d)N+1Q 7−→

( 1hα

N−k
∑r=0 αrQk+r)k=0,..,N .Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 15 / 33
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Disrétisation des systèmes Lagrangiens frationnairesSymétrie et intégrale première d'un système Lagrangien frationnaire disretDé�nition 10 (Symétrie disrète d'un SLFD)Soit Φ =
(

ϕ(s, 0))s∈R
un groupe à un paramètre de di�éomorphismes. On dit que L est

∆α
−-invariant sous l'ation de Φ si pour toute solution Q de (ELαh ) et tout s ∈ R :L(ϕ(s,Q),∆α

−

(

ϕ(s,Q)
)

, τ
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∀Q solution de (ELαh ), ∆1

−

(Ih(Q,∆α
−Q, τ)

)
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Disrétisation des systèmes Lagrangiens frationnairesThéorème de Noether disret frationnaire ?Ave une preuve analogue à elle du théorème de Noether lassique :Théorème 17Si L est ∆α
−-invariant sous l'ation de Φ. Alors, pour toute solution Q de (ELαh ) :F∆α

−G − G∆α

+F = 0où F =
∂L
∂v (Q,∆α

−Q, τ ) et G =
∂ϕ

∂s (0,Q).L. Bourdin Disrete frational Noether's theorem in the framework of disreteembeddings. Soumis.Question : Peut-on extraire une intégrale première disrète de e résultat ?Loï Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether disret frationnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 23 / 33
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Disrétisation des systèmes Lagrangiens frationnairesThéorème de Noether disret lassiquePour α = 1, par la formule disrète de Leibniz :F∆1
−G − G∆1

+F = 0 = ∆1
−

(

σ(F )G) où σ(F )k = Fk+1Théorème 19 (de Noether disret)Si L est ∆1
−-invariant sous l'ation de Φ alorsIh : (Rd )N+1 × (Rd )N+1 × [a, b]N+1 −→ R

N+1
(X ,V , τ ) 7−→ σ

(

∂L
∂v (X ,V , τ )

)

∂ϕ
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Meri pour votre attention.
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