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Introdu
tion
Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire :Pourquoi un tel résultat ?Qu'est-
e que le 
al
ul fra
tionnaire ?f , ḟ , f̈ , f (3), ..., f (n) pour n ∈ N.Question de L'Hospital à Leibniz (1695) : f (α) pour α = 1/2 ? pour α > 0 ?S.G. Samko, A.A. Kilbas et O.I. Mari
hev Fra
tional integrals and derivatives1993.
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Introdu
tion Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire :Pourquoi un tel résultat ?Qu'est-
e que le 
al
ul fra
tionnaire ?Extension du formalisme Lagrangien au 
as fra
tionnaire :Les systèmes Lagrangiens 
odent les systèmes dynamiques possédant une stru
turevariationnelle Lagrangienne (provenant d'une minimisation de fon
tionnelleLagrangienne).Exemples : Équation de Lapla
e, pendule simple (OK). Équation de la 
haleur, deNavier-Stokes (NON).Problème : Cela ne 
on
erne essentiellement que des systèmes 
onservatifs.Idée : Trouver des stru
tures variationnelles fra
tionnaires pour les systèmes non
onservatifs.Exemples : Équation de 
onve
tion-di�usion, de Newton ave
 fri
tion.Loï
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al
ul fra
tionnaire ?Extension du formalisme Lagrangien au 
as fra
tionnaire :Théorème de Noether fra
tionnaire ?Théorème de Noether 
lassique : Si un système Lagrangien exhibe une symmétriealors une 
onstante de mouvement (intégrale première) peut être expli
itée.Question : Peut-on formuler un résultat similaire pour les systèmes Lagrangiensfra
tionnaires ? Problème ouvert.
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Dérivée fra
tionnaire au sens de Grünwald-LetnikovNotion de Grünwald-Letnikov (1867-1868)Formule de la n-ième semi-dérivée de f :
(±d∓)nf (t) = limh→0+ 1hn n

∑r=0(−1)rC rn f (t ∓ rh).Dé�nition 1 (Grünwald-Letnikov)Pour α > 0 et f ∈ C−[−α]([a, b],Rd ), on dé�nit :
∀a < t ≤ b, Dα

−f (t) = limh→0nh=t−a 1hα

n
∑r=0 αr f (t − rh)

∀a ≤ t < b, Dα

+ f (t) = limh→0nh=b−t 1hα

n
∑r=0 αr f (t + rh)les dérivées fra
tionnaires à gau
he et à droite de f d'ordre α au sens deGrünwald-Letnikov (où αr = (−1)rC r

α).Généralisation de la notion 
lassique de dérivée :
∀n ∈ N

∗, Dn
−f = f (n) et Dn

+f = (−1)nf (n)Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
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Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesÉquation d'Euler-Lagrange fra
tionnaire (0 < α ≤ 1)Soient Lα la fon
tionnelle Lagrangienne fra
tionnaire asso
iée au Lagrangien L de 
lasse
C2 suivants :
Lα : C2([a,b],Rd ) −→ Rq 7−→

∫ ba L(q,Dα
−q, t)dt L : Rd × Rd × [a,b] −→ R

(x , v , t) 7−→ L(x , v , t).Théorème 1 (Équation d'Euler-Lagrange fra
tionnaire)q est point 
ritique de Lα si et seulement si :
∂L
∂x (q,Dα

−q, t) +Dα

+

(

∂L
∂v (q,Dα

−q, t)) = 0. (ELα)O.P. Agrawal Formulation of Euler-Lagrange equations for fra
tional variationalproblems. JMAA, 2002.Cas 
lassique (α = 1), on retrouve l'équation d'Euler-Lagrange 
lassique (1750) :
∂L
∂x (q, q̇, t)− ddt (∂L

∂v (q, q̇, t)) = 0. (EL1)Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 8 / 33
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Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesSymétrie et intégrale première d'un système Lagrangien fra
tionnaireDé�nition 4 (Symétrie d'un SLF )Soit Φ =
(

ϕ(s, 0))s∈R
un groupe à un paramètre de di�éomorphismes. On dit que L estDα

−-invariant sous l'a
tion de Φ si pour toute solution q de (ELα) et tout
(s, t) ∈ R× [a, b] : L(ϕ(s, q),Dα

−

(

ϕ(s, q)), t) = L(q,Dα
−q, t).On dit alors que le système (ELα) possède une symétrie ou en
ore qu'il est in
hangé sousl'a
tion de Φ dans le sens que pour toute solution q de (ELα) et tout s ∈ R :

L
α
(

ϕ(s, q)) = L
α(q).Dé�nition 5 (Intégrale première d'un SLF )On dit que I : R

d × R
d × [a, b] −→ R est une intégrale première de (ELα) si :

∀q solution de (ELα), ddt (I (q,Dα
−q, t)) = 0Question : peut-on relier 
es deux notions ?Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 9 / 33
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tionnaireDé�nition 8 (Symétrie d'un SLF )Soit Φ =
(

ϕ(s, 0))s∈R
un groupe à un paramètre de di�éomorphismes. On dit que L estDα
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Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesThéorème de Noether fra
tionnaire ?Ave
 une preuve analogue à 
elle du théorème de Noether 
lassique :Théorème 4Si L est Dα
−-invariant sous l'a
tion de Φ. Alors, pour toute solution q de (ELα) :f Dα

−g − g Dα

+ f = 0où f =
∂L
∂v (q,Dα

−q, t) et g =
∂ϕ

∂s (0, q).G.S.F. Frederi
o, D.F.M. Torres A formulation of Noether's theorem for fra
tionalproblems of the 
al
ulus of variations. JMAA, 2007.Question : Peut-on extraire une intégrale première de 
e résultat ?Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
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Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesThéorème de Noether 
lassique (1918)Pour α = 1, par la formule de Leibniz :f Dα

−g − g Dα

+ f = f ġ + ḟ g = 0 =
ddt (fg).Théorème 6 (de Noether)Si L est d/dt-invariant sous l'a
tion de Φ alorsI : R

d × R
d × [a, b] −→ R

(x , v , t) 7−→
∂L
∂v (x , v , t)∂ϕ∂s (0, x)est une intégrale première de (EL1).E. Noether Invariant variation problems. 1918.Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 11 / 33
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ddt (fg).Théorème 7 (de Noether)Si L est d/dt-invariant sous l'a
tion de Φ alorsI : R

d × R
d × [a, b] −→ R

(x , v , t) 7−→
∂L
∂v (x , v , t)∂ϕ∂s (0, x)est une intégrale première de (EL1).E. Noether Invariant variation problems. 1918.Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 11 / 33



Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesThéorème de Noether fra
tionnaire ?Théorème 8Si L est Dα
−-invariant sous l'a
tion de Φ. Alors, pour toute solution q de (ELα) :f Dα

−g − g Dα

+ f = 0où f =
∂L
∂v (q,Dα

−q, t) et g =
∂ϕ

∂s (0, q).Question : Peut-on extraire une intégrale première de 
e résultat ?Formules de Leibniz fra
tionnaires inutilisables i
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kovi¢, S. Konjik, S. Pilipovi¢ et S. Simi¢ Variational problems withfra
tional derivatives: invarian
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onstantes de mouvement expli
ites : formulations insatisfaisantes.Problème ouvert !Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 12 / 33



Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesThéorème de Noether fra
tionnaire ?Théorème 9Si L est Dα
−-invariant sous l'a
tion de Φ. Alors, pour toute solution q de (ELα) :f Dα

−g − g Dα

+ f = 0où f =
∂L
∂v (q,Dα

−q, t) et g =
∂ϕ

∂s (0, q).Question : Peut-on extraire une intégrale première de 
e résultat ?Formules de Leibniz fra
tionnaires inutilisables i
i.T.M. Atana
kovi¢, S. Konjik, S. Pilipovi¢ et S. Simi¢ Variational problems withfra
tional derivatives: invarian
e 
onditions and Noether's theorem. Nonlinear Anal.,2009.Absen
e de 
onstantes de mouvement expli
ites : formulations insatisfaisantes.Problème ouvert !Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 12 / 33



Systèmes Lagrangiens fra
tionnairesThéorème de Noether fra
tionnaire ?Théorème 10Si L est Dα
−-invariant sous l'a
tion de Φ. Alors, pour toute solution q de (ELα) :f Dα

−g − g Dα

+ f = 0où f =
∂L
∂v (q,Dα

−q, t) et g =
∂ϕ

∂s (0, q).Question : Peut-on extraire une intégrale première de 
e résultat ?Formules de Leibniz fra
tionnaires inutilisables i
i.T.M. Atana
kovi¢, S. Konjik, S. Pilipovi¢ et S. Simi¢ Variational problems withfra
tional derivatives: invarian
e 
onditions and Noether's theorem. Nonlinear Anal.,2009.Absen
e de 
onstantes de mouvement expli
ites : formulations insatisfaisantes.Problème ouvert !Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 12 / 33



Systèmes Lagrangiens fra
tionnaires
(ELα)

Lαinvarian
e 88

Prin
. var. OOFrederi
o, Torres
��f Dα

−g − g Dα
+ f = 0

α=1
$$I

II
II

II
II

II
II

II
II0<α<1

���
�

�

�

�

�

�

� LeibnizIP
?Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 13 / 33



Dis
rétisation des systèmes Lagrangiens fra
tionnairesTable des matières
1 Dérivée fra
tionnaire au sens de Grünwald-Letnikov2 Systèmes Lagrangiens fra
tionnaires3 Dis
rétisation des systèmes Lagrangiens fra
tionnaires

Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 14 / 33



Dis
rétisation des systèmes Lagrangiens fra
tionnairesDis
rétisation dire
te de (ELα)Rappel : ∂L
∂x (q,Dα

−q, t) + Dα

+

(

∂L
∂v (q,Dα

−q, t)) = 0 (ELα)Besoin des analogues dis
rets de l'in
onnue q et des opérateurs fra
tionnaires Dα
±.N ∈ N

∗, h = (b − a)/N et τ = (tk)k=0,...,N = (a+ kh)k=0,...,N .Les versions dis
rètes des 
ourbes q sont don
 les éléments Q = (Qk)k=0,...,N de
(Rd )N+1. Ils sont reliés par l'appli
ation ι(q) = (q(tk))k=0,...,N .Les versions dis
rètes des opérateurs fra
tionnaires sont :

∆α
− :

(

R
d)N+1

−→
(

R
d)N+1Q 7−→

( 1hα

k
∑r=0 αrQk−r)k=0,..,N ,

∆α
+ :

(

R
d)N+1

−→
(

R
d)N+1Q 7−→

( 1hα

N−k
∑r=0 αrQk+r)k=0,..,N .Loï
 Bourdin (LMA, UPPA) Théorème de Noether dis
ret fra
tionnaire SMAI 2011, Guidel, 25 mai 2011 15 / 33
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