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1. Modeles de diffusion 2. Modélisation cinétique

3. Limite de diffusion 4. Maxwell-Stefan

Equations de Maxwell-Stefan

» Mélange de plusieurs espéces (deux ou plus) dans Q C R3 ouvert borné

» Espéce i : concentration ¢;, fraction molaire &;, flux molaire N;

> Systéme fermé et régime purement diffusif = diffusion équimolaire :

Z N; =0 et Got := Z ¢; constante
i i

> Systeme fermé = Nijoq =0

» Conservation de la masse 0;§; + V- N; =0

» Loi de Maxwell-Stefan

—V, & = i Z M,

Ceot IoT Dj;
Dj; coeff. de diffusion binaires

Bérénice GREC

» A comparer avec la loi de Fick

—DiV,& = N;

D; coeff. de diffusion effectifs
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Dérivation en 1D

@ R. KRISHNA, J.A. WESSELINGH. Chem. Eng. Sci. 52, 1997

» Hypotheése de gaz parfaits : p; = RT¢;

» Equilibre entre forces de pression et de friction
RT

Ci

» Force de pression molaire de I'espéce i : — OxCi

RT
» Force de friction molaire de I'espéce j sur i : F&j(“f — uj)
ij

1 1
— oo = g Hgfj(Ui - u)
Jj#i

» Relation d'équilibre

» Régime purement diffusif
» Lien flux / vitesse molaire : N; = ciu;
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Modélisation cinétique

Mélange gazeux sans réaction chimique

» Interactions mécaniques uniquement

Fonction de densité de nombre normalisée f(t, x,v), t >0, x,v € RY.
Concentrations et fractions molaires égales : ¢jor = 1
Fraction molaire &;(t,x) = [, ga fi(t, x,v) dv

» Collisions microscopiques : (mj, v), (mj, v) — (m;, v'), (mj, v),
obtenues par conservation de la quantité de mouvement et de |'énergie

v = e mj(m,-v—i— mjv, + mjlv — vi|w)

= ———(mjv + mjv, — mi|v — v | w)

Vi
m; + mj

avec m; : masse d'une molécule de I'espece i et w € S~ 1.
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Noyaux de collision

» Noyaux mono-especes
W= [ [ Bl ) ) ~ ()F()] d
v, ERY weéd’l
Hyp. de microréversibilité sur les sections efficaces :

Bi(V, V*vw) = B,‘(V*, V,O.)) = Bi(vl7 VL,UJ)

» Noyaux bi-espéces i # j

AW = [ [ Bl @) (v)g) - F(v)g(w)] du. d

v ERI weSd—1

Hyp. de microréversibilité : Bj(v, vi,w) = Bji(vs, v,w) = Bj(v/, v, w)
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Forme faible des noyaux de collision

» Noyaux mono-espéces

/mef Yp(v /// F(ve) [0+, — 6 — 6] By dw dv v,

veRd V, Vi, w

» Noyaux bi-especes

[ @raxema = [[[ a0 1~ v1 ;e av
veERY V, Vi, w

et

[ eomutas [ Q.o

veRd veRd

/// g(ve) [Wi(v') + ¥ (vi) — ¥i(v) — ¢j(v)] Byj dw dv dv,

V, Vi ,Ww
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Propriétés conservatives des noyaux de collision

» Noyaux mono-espeéces

: 1
[ e | mv | a=o
vER

%mi\V\Z

» Noyaux bi-espéces

/ Qb(f,8)(v) dv =0

/Qf@”( mive ) o [ @eno (e ) av=o

veRd vERd
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Théoreme H

Hypothese : B;, B;; > 0

Théoreme

@ Pour tout f; > 0 tel que les expressions suivantes ont un sens, on a

Z/(o’"(f,,f,- )+ 3 QA ) g(%;})dvéo

I verd J#i

@ On a équivalence entre

(i) Q(fi,fi) =0 et Qj(fi,f) =0

")E/ (Q (i, £)(v +ZQ )Ig(irg:/d))dvzo

veRrd J#i
(iii) N existe & >0, T >0 et u € RY tels que, pour tout i,

. €l)2 m;
ﬁ(t,X, V) 5,(1.‘ X) (2k¢(tx)) exp (_m|v - u(t7x)|2) .
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Limite de diffusion

Sections efficaces B; € L!
Molécules maxwelliennes : B;(v, vi,w) = Bjj(w), Vw € S92

Paramétre d'adimensionnement : libre parcours moyen ¢ (~ Kn ou Ma)

vV v.v Y

Equation de Boltzmann posée dans (0, +00); x Q, x RY

1
Eatf,-E+V'fo,-€=* Qm fI€7fI€ ZQ 6’ 5
c J#i

v

Réflexions spéculaires sur 9N :

F(t,x,v) = £5(t,x, v — 2(v - vy )vx)

v

Conditions initiales (cadre purement diffusif) :

€ in m; \9/2 mj|v|?
00 =600 () o (-3
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Passage a la limite

e—0

> e = [ Flex)d—2 66

1
> Nf(t,X):*/ Vf;-g(t’x’ V)dV—>N,‘(t,X)
€ JveRrd 5=

Hypotheése de travail en limite diffusive : N; < +o0

» Convergence vers |'équilibre mécanique f* — f; :

f; est solution de QP (£, f;) + >_ QP(f;, f;) = 0, donc (théoréme H)
J#i

it x,v) = (2, %) (hk';"m)d/ixp (-5l — wte.P)

» Comme eN; — 0, u(t,x) =0

» Hypothése de gaz parfaits :
pression uniforme et cot = y & =1 = T(t,x) = C**
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Conservation de la masse

Intégration de I'équation de Boltzmann en v € RY :

A (s)o e () -

ol les opérateurs de collision Q(f;, f;) et QJ'(f;, f;) disparaissent par invariance.

En prenant la limite € — 0, on obtient |'équation de continuité : J

8t§;+VX : N,' = (0,
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4. Maxwell-Stefan

Conservation de la quantité de mouvement

On multiplie I'équation de Boltzmann par v, 1 < £ < d, et on intégre en v € RY :

52 ve fE(v)dv + Vy - (/ ve £ (v )vdv)
ot Jra

ou |'opérateur de collision mono-espéce disparait par invariance.

Regles de collision + formulation faible de Q,-tj’-

. 1
eg_ m,—|—mj {//Rh,/sdl i ( )’5(*)(V*2—Vz)dwdv*dv

+ // / Bij(w)fF (V)£ (va) [v — vi|we dw dv, dv
R2d Jgd—1

On simplifie : ©5 = >~ 7||BuHL1(fE/VE SJ'ENIE)'
R
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Passage a la limite

» c—0

Vo ([ wrvar) = 3 g (60%) - (%))

J#i

» Terme du membre de gauche V, - (...)

d
=X %/ Ve Vi (%)‘W e—milv? /2T g, _ KT 06

m; Oxp

Loi de Maxwell-Stefan (cor = 1)

ENi — &N 1 mimy|| Byl
— VxGi = - 5 D7 = —7 = —.
V& ; Dy avec Dy —r
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Un phénomene de diffusion remontante |

Expérience de Duncan et Toor, 1962

Mélange de trois gaz parfaits

» Dans le bulbe 1 : » Dans le bulbe 2 :
49.9% de CO5 et 50.1% de N, 50.1% de H, et 49.9% de N,

capillaire

49.9% CO,

bulbe 1 bulbe 2
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Un phénomene de diffusion remontante Il

t=t,

|
-
hydrogen (1) | | | nitrogen (2) |
1%¢ s Y _~Maxwell-
Bulb 2 lStefan
X X3 /
Bulb 1
0.0 0.4
0 time/[h] 20 [ time/[h] 20

» Applications aux mélanges gazeux a trois composants ou plus :
par exemple I'air dans le cadre de la respiration

» Importance de la diffusion remontante pour modéliser la situation respiratoire
lors de traitements par |'hélium
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