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Introduction

La théorie du controle analyse les propriétés des systemes
commandés, c'est a dire des systemes dynamiques sur lesquels on
peut agir au moyen d'une commande. Le but est alors d’amener le
systéme d'un état initial donné aun certain état final, en respectant
éventuellement certains critéres.
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commandés, c'est a dire des systemes dynamiques sur lesquels on
peut agir au moyen d'une commande. Le but est alors d’amener le
systéme d'un état initial donné aun certain état final, en respectant
éventuellement certains critéres.

les systemes abordés sont multiples: systemes différentiels,
systemes discrets, systemes avec bruit, avec retard... leurs origines
sont diverses: mécanique, éléctricité, électronique, biologie, chimie,
économie.
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Introduction

La théorie du controle analyse les propriétés des systemes
commandés, c'est a dire des systemes dynamiques sur lesquels on
peut agir au moyen d'une commande. Le but est alors d’amener le
systéme d'un état initial donné aun certain état final, en respectant
éventuellement certains critéres.

les systemes abordés sont multiples: systemes différentiels,
systemes discrets, systemes avec bruit, avec retard... leurs origines
sont diverses: mécanique, éléctricité, électronique, biologie, chimie,
économie.

Le but de notre travail est de résoudre un probleme de contréle
optimale avec une entrée libre, c'est a dire I'état initial appartient a
un ensemble Xy. On dit que I'ensemble Xy est une distribution a
priori de |'état initial du systéme contrdl.
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Position du probleme

Définitions Essentielles

Position du probleme

c'x(t*) — max (1)

x=Ax+bu, x(0)=z€ Xo={z€R", Gz=",d. <z<d"},

(2)
Hx(t*) = g, (3)
f<u(t)<fteT=[0t. (4)
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Position du probleme

Définitions Essentielles

&'z +/0 c(t)u(t)dt — max, (5)
D(l,J)z + /0 o(t)u(t)dt = g, (6)
G(L,))z=", d. <z<d", (7)
fi<u(t) <fteT, (8)
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g c F(t*)F_l(t)b, D(/,J) =
HF (t*), (t) = HF (t*)F1(t)b.
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Position du probleme

Définitions Essentielles

Définitions Essentielles

@ La paire v = (z,u(.)) formée d'un n—vecteur z et la fonction
continue par morceaux u(.) est appelée la commande
généralisée.
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Définitions Essentielles

@ La paire v = (z,u(.)) formée d'un n—vecteur z et la fonction
continue par morceaux u(.) est appelée la commande
généralisée.

@ La commande généralisée v = (z, u(.)) est dite commande
admissible si elle satisfait les contraintes (2)-(4).
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Position du probleme

Définitions Essentielles

Définitions Essentielles

@ La paire v = (z,u(.)) formée d'un n—vecteur z et la fonction
continue par morceaux u(.) est appelée la commande
généralisée.

@ La commande généralisée v = (z, u(.)) est dite commande
admissible si elle satisfait les contraintes (2)-(4).

e La commande admissible v0 = (2%, u%(.)) est dite commande
optimal si J(v°) = max, J(v).
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Position du probleme

Définitions Essentielles

Définitions Essentielles

@ La paire v = (z,u(.)) formée d'un n—vecteur z et la fonction
continue par morceaux u(.) est appelée la commande
généralisée.

@ La commande généralisée v = (z, u(.)) est dite commande
admissible si elle satisfait les contraintes (2)-(4).

e La commande admissible v0 = (2%, u%(.)) est dite commande
optimal si J(v°) = max, J(v).

@ Pour un £ > 0 donné, la commande admissible v = (2%, u°(.))
est dite une commande e— optimal si: J(v0) — J(v¢) < e.
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Support contrdle

Support controle

Tg C T de k < m éléments et un sous ensemble Jg C J de
m + | — k éléments. Formons la matrice du support

D(I,Jg)  »(t),t€ Tg
Pg = (9)
G(L, Jg) 0

@ L'ensemble Sg = {Tg, g} est dit support du probleme
(1) — (4) si detPg # 0.
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Support contrdle

Support controle

Tg C T de k < m éléments et un sous ensemble Jg C J de
m + | — k éléments. Formons la matrice du support

@ L'ensemble Sg = {Tp, g} est dit support du probleme
(1) — (4) si detPg # 0.

e La paire {v, Sg} formée d'une commande admissible
v = (z,u(.)) et un support Sg est dit support contrdle.
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Support contrdle

Support controle

Tg C T de k < m éléments et un sous ensemble Jg C J de
m + | — k éléments. Formons la matrice du support

@ L'ensemble Sg = {Tp, g} est dit support du probleme
(1) — (4) si detPg # 0.
e La paire {v, Sg} formée d'une commande admissible
v = (z,u(.)) et un support Sg est dit support contrdle.
e Un support contrdle {v, Sg} est dit non dégéneré si

dj<zi<di,jeldg fh<u(t)<f',teTg
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Support contrdle

ou
Z=z+ Az, u(t) = u(t)+ Au(t),t € T,
ovv=|(")eRrR™ v, e R" v, c R
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Support contrdle

v=(2.3()) = v+Av,

ol
Z=z+ Az, u(t) = u(t)+ Au(t),t € T,

Alors |'accroissement de la fonctionnelle:
D(1,J)

AJ(V):(E’—V’< G(L ) ))Az—l—/te_r(cp(t)—V/c(t))Au(t)
(10)

N 1%
OUV:< u>€Rm+l7Vu€Rm7Vz€Rl

Vz
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Support contrdle

ou V' =qgQ,Q = Pgl est le vecteur des potentiels solution de
I'équation: gg = (&j,j € Jg,c(t),t € Tg) .
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Support contrdle

ou V' =qgQ,Q = Pgl est le vecteur des potentiels solution de
I'équation: gg = (&j,j € Jg,c(t),t € Tg) .

. ) . D(Il,J -

Introduisons le vecteur des estimations A = 1/ (1. J) -,
G(L,J)

et la fonction cocontrol

/

A() = (A(t) = v,po(t) —c(t),t € T).
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Support contrdle

ou V' =qgQ,Q = Plgl est le vecteur des potentiels solution de
I'équation: gg = (&j,j € Jg, c(t),t € Tpg) .
. L ; +f D(1,J) -
Introduisons le vecteur des estimations A = v -,
G(L,J)

et la fonction cocontrol

/

A() = (A(t) = vyp(t) — c(t), t € T).
En utilisant ces vecteurs I'accroissement de la fonctionnelle:

AJV)=ADz— [ AD)AU(). (11)J
teT
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La valeur de suboptimalité

La valeur de suboptimalité

di—z<Az<d"—z fi—u(t) < Au(t) < f*—u(t),t e T. (12)
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La valeur de suboptimalité

La valeur de suboptimalité

di—z<Az<d"—z fi—u(t) < Au(t) < f*—u(t),t e T. (12)

AZJ:dJ*_ZJ SiAJ'<O
dj—z <Dz <df —z, sifj=0,j€J
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La valeur de suboptimalité

La valeur de suboptimalité

di—z<Az<d"—z fi—u(t) < Au(t) < f*—u(t),t e T. (12)

Azj:dj‘_zj SiAJ'<O

dj—z <Az <df—z sifj=0j€el
Au(t) =f, —u(t) si A(t) >0
Au(t)=rf*—u(t) si A(t) <0

fo <Au(t) <f* siA(t)=0, te Ty,
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La valeur de suboptimalité

B=pB(v,Sg) = Z Aj(zj — dyj) + Z Aj(z

j€Js jedy
+ /T M)~ £)+ [ A~ )

TH={te Ty, A(t) >0}, T~ = {t € Ty, A(t) < 0},

By ={j€dn,0j>0},Jy, ={j € Iy, Aj <0}
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Critére d’Optimalité et d' e-optimalité

Critére d'Optimalité et d’ c-optimalité

Les relations suivantes:

Théoreme

u(t) = f, si A(t) >0

u(t) = f*, si A(t) <0

fo <u(t) <f* siA(t)=0,te Ty

Zj:d*j, Si Aj>0

zj:dj‘, siA; <0
kd*jgzj'gdj*, siA;j =0,/ e J.

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénerescence , elles sont
nécessaire de I'optimalité de la commande v.
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Critére d’Optimalité et d’
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Critére d’Optimalité et d' e-optimalité

Théoreme

Pour tout € > 0, la commande admissible v est e— optimale si et
seulement s'il existe un support Sg tel que (v, Sg) < e.

Aidene Mohamed, Louadj Kahina Un probléme de contrdle optimale avec une entrée libre



L'algorithme de résolution du probleme

L'algorithme de résolution du probleme

Changement de commande
Soient a3 > 0,an > 0,h > 0, u > 0 les parameétres de la méthode,
et construisons les ensembles suivants:

Jo={j€J:|0j <z}, Je={j€J: A} > an}, ]

To={teT:|A(t)| <a1}, T.={te T:|A(t)] > a1}, Ou|h| :’K,

subdivisons Tg en sous intervalles
[ri,7'[,i=1,N;7 <7',Tog = UI{VZI[T,',T'],'T’ —17<h TgC
{7i,i =1, N}, u(t) = uj = const, t € [r;,7'[,i =1, N.
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L'algorithme de résolution du probleme

Soit {v, Sg} le support contrdle initial et Vv = (Z, @) la nouvelle
commande admissible.
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L'algorithme de résolution du probleme

Soit {v, Sg} le support contrdle initial et Vv = (Z, @) la nouvelle
commande admissible.
Zj =2z + HAZJ', jed (13)
u(t) = u(t) +0Au(t), teT,
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L'algorithme de résolution du probleme

Az;

d —z, siAj<-—ap

J
=94 dij— 2z, SiAj>an,jE J
0, SiAj =0,/ € J,

*—u(t), siA(t)<-—o
fo —u(t), siA(t)>ai, te T,
u; = const, sit € [r;,7'[,i=1,N,t € Ty.
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L'algorithme de résolution du probleme

Iy = 0u;, i =1, N, hj = KAz, j € Jo, k11 = K, dfinissons les
quantités suivantes:

-:—fT'A )dt,i =T, N,gn+1 = — [7. A(t)Au(t)dt,
o = — [T @(t)dt,i = TN, onsa1 = — [7. o()Au(t),
qj = Aj?./ E JanK—H = Zje_[* —AjAz,j € Jy,
Dj = D(Iaj)v./ € JO; DK+1 - ZjEJ* D(’?J)Azj7
f;k,': f;k—u,',fl-*:f*—u,',i:1,N,f;<N+1 :O,fﬁ+1 :1,
dj=d—z,d =d*—z,j=1,K,dixt1 =0,di; = L.
Trouver la solution (hj, /;),j =1, K+1,i=1,N+1,
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L'algorithme de résolution du probleme

AJ(V) = ZjeJoU{K—i-l} qjh' aF Z | = 1N+1gi/i — maxp, I,
ZJOU{K-"-].} D( )./)h + vaﬁl i I = 07

> jenuik+1y G(1,J)h =0,
f*i < If < f;'*7 i

|

|

Il
l—n\l—l\
=

4+

—~ .
—_
~
~
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L'algorithme de résolution du probleme

4= { zj + hj, J € Jo. (15)
v ou(t) + I Au(t), te T,
u(t) = { u(t) + I, telmri=TN. (19
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L'algorithme de résolution du probleme

@ SiK+1¢ Jgettyyr & Tg, on poset:

SB = {.73 = jB, 7_3 = TB}
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L'algorithme de résolution du probleme

@ SiK+1¢ Jgettyyr & Tg, on poset:
SB = {.73 = jB, 7_5 = TB}

@ Sinon, on aura les cas suivants:
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L'algorithme de résolution du probleme

1.SiK+1¢ Jgettyir € T, on exclut I'indice N+ 1 du
support de la maniére suivante: soit:

A(t) = A(t) + 05(2),

Ou o est le pas maximal du dual et §(t) la direction .
Déterminons i, tel que:

o(tix) = mino(t;), ti € Ty, |
avec
o(t) = { CAl/Bi), s A x i) <0,8(6) A

0, sur TB/{tN+]_};

o(t)y=4¢ 1, siu(t)="f;
Myt _ bl
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L'algorithme de résolution du probleme

Alors le nouveau support:

Jg =Jp: Te = (Ts/{tn41}) U {tin}. J
2.SiK+1¢€Jgandtyyy ¢ Tg, on exclut K+ 1 du support de
la manieére suivante: soit:

A = Aj + O'J'(Sj,

ol o; est le pas maximal du dual et J; la direction.
Déterminons Jj, tel que:

aj*:minaj,jEJH, J
avec

S —Aj/oj, siAjx§;<0,0;#0

I +oo, sinon.
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L'algorithme de résolution du probleme

0, surJg/{K+1};
5j = 1, si fj = d,;
-1, siz;=d".

. _ s p—1 D(IaJ) ?
5 = 8 Pg <G(L’J) el
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L'algorithme de résolution du probleme

alors le nouveau support:

Js = (Te/{K + 1)U {i}; Ts = Ts. |

3.Si K+ 1€ Jg,tys1 € Tp, le nouveau support est:

Jg = (Je/{K +1}) U {i}: Te = (Ta/{tn+1}) U {ti}. )
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L'algorithme de résolution du probleme

On calcule la nouvelle valeur de suboptimalité 3(v, Sg).

e Si 4(7, 35) =0, alors v est optimale.
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L'algorithme de résolution du probleme

On calcule la nouvelle valeur de suboptimalité 3(v, Sg).
e Si 4(7, 35) =0, alors v est optimale.

o Si B(V,Sp) < e, alors V est e— optimale.
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L'algorithme de résolution du probleme

On calcule la nouvelle valeur de suboptimalité 3(v, Sg).
e Si 4(7, 35) =0, alors v est optimale.
e Si B(7, 35) < g, alors V est e— optimale.

@ Sinon, on passe a une nouvelle itération de
{v,Sg}, @1 < a1,q < ap, h < h ol on passe au changement
du support.
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L'algorithme de résolution du probleme

Changement du support. Construisons la quasi-commande
v=(z,0(t),te T):

d; siAj>0

=14 df siAj <0
€ldjw,df] siAj=0,jeJ

o, si A(t) <0

o(t) =< f*, si A(t) >0,

e[ff] siA(t)=0,teT,
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L'algorithme de résolution du probleme

A(t) = *&/(t)b, te T, A = (Aj,j ey =v <

Ou, ¢(t),t € T, la solution du systeme adjoint Sg.
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L'algorithme de résolution du probleme

Soit la quasi-trajectoire x = (x(t),t € T),x(0) =z € Xp
correspondante au systeme x = Ay + bii, x(0) = z € Xp.
si

D(l,J)z + /Ot e(t)a(t)dt = g,

G(L,J)z =+,

alors v est une commande optimale, et si

Dl + | " p(B)i(t)dt £ g,

G(L, )z # 1,
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L'algorithme de résolution du probleme

Contruisons le vecteur )\(.73, :I'B) comme suit:
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L'algorithme de résolution du probleme

o Si || A\(Ug, Tg) ||= 0, alors la quasi-commande ¥ est optimale
du probléme (1) — (4).
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L'algorithme de résolution du probleme

e Si| )\(.73, 7'5) |I= 0, alors la quasi-commande ¥ est optimale
du probléme (1) — (4).

e Si| )\(jB, 7'5) ||> w, alors on change le support Sg to Sg par
la méthode duale.
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L'algorithme de résolution du probleme

e Si| )\(.73, 7'5) |I= 0, alors la quasi-commande ¥ est optimale
du probléme (1) — (4).

e Si| )\(jB, 7'5) ||> w, alors on change le support Sg to Sg par
la méthode duale.

o Si || A\(Jg, Tg) ||< p, sinon on passe a la procédure finale.
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L'algorithme de résolution du probleme

Soit

A0 = Maxjc g te T} A1), Ajl-

Considérons deux cas: y
1. Si N = maX{jEJB,tETB}P‘(t)v/\j‘ = ’)\j0|,jo € Jg,
le pas du duale:

g

/6;, S|A5 <0,6; #0
AJ—Oé >0, z;édouAJ—Oé <0,z # d*,
sinon,j € J.
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L'algorithme de résolution du probleme

Construisons I'ensemble suivant:

Jo)={jeJ:0j <o}, J

la vitesse de décroissance de la fonctionnnelle duale:

a(o) = =[Nl + 23 ) 19j]- ]

Par construction:

a(0) = —|Ajo| < Oeta(o) < a(d)sioc < 7,sia(o) < Opoura > 0, |

alors le probleme (1) — (4) ne posséde pas de commande
admissible.
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L'algorithme de résolution du probleme

Sinon, on cherche o9 > 0 tel que:

a(og —y) < 0,a(cp+0) >0,V0 < y < 0yp. |

Soit j, € J/jB tel que:

A(ji) + 0%, = 0,8, # 0, )

Alors le nouveau support est Sg tel que:

86 = {Jg = (Js/{io}) Ui}, T = Ta). |
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L'algorithme de résolution du probleme

2. Si Xo = maxgje g te 1o} A(E), Aj] = |A(to)l, to € Ts, et calculons
les qunatités suivantes:

Av(l) = —Pg(to, )sign\(to) = o1, - P~1(Tg),

i(t) = AY'b, teT
Ay = —A A,

Aip(t1) = —H'Av,

avec Pz'(to,1): la t(’;'\eme ligne de la matrice [P(/, Tg)]~*.
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L'algorithme de résolution du probleme

le pas du duale:

—Z(t)/é(t), si Aj(t) <0, 6&(t)#0
0, si A(t) =0,0(t) > 0,7(t) # f,ouA(t) = 0,4(t) < 0,
400, sinon, t € T.

~ |
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L'algorithme de résolution du probleme

Construisons I'ensemble suivant:

T(o)={teT:0(t) <o}, |

la vitesse de décroissance de la fonctionnnelle duale:

a(0) = —])\(to)\+2/ 15(¢)|d. ’

T(o)

Par construction:

a(0) = —|A\(to)| < Oeta(o) < a(o)si o < 7,sia(c) < Opourc > (J,

alors le probleme (1) — (4) ne posséde pas de commande
admissible.
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L'algorithme de résolution du probleme

Sinon, on cherche o9 > 0 tel que:

a(og — y) < 0,a(00 4+ 0) > 0,Y0 < y < 0. ]

Soit t, € T/ T tel que:

A(t) + o%(t,) = 0,8(t,) # 0, ]

alors le nouveau support est Sg tel que:

86 = {J = Js, Ts = (Te/{t0}) U {t.}}. )
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L'algorithme de résolution du probleme

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité 3(v, Sg):

e si 3(v, SB) =0, alors la commande V est optimale pour le
probleme (1)-(4) .
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L'algorithme de résolution du probleme

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité 3(v, Sg):

e si 3(v, SB) =0, alors la commande V est optimale pour le
probleme (1)-(4) .

e Si A(v, 35) < g, alors la commande Vv est e-optimale pour le
probleme (1)-(4) .

Aidene Mohamed, Louadj Kahina

Un probléme de contrdle optimale avec une entrée libre



L'algorithme de résolution du probleme

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité 3(v, Sg):
e si 3(v, SB) =0, alors la commande V est optimale pour le
probleme (1)-(4) .
e Si A(v, 35) < g, alors la commande Vv est e-optimale pour le
probleme (1)-(4) .

e Si g(v, 35) > g, on refait |'iteration avec le nouveau support

A

{V, SB}
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L'algorithme de résolution du probleme

La procédure finale. En utilisant le support Sg,on construit la
quasi-commande v = (Z,u(t),t € T):

dj
= __ *
Zj=4 d

€ [dj ]

fe
f,
€ [f, ]

SiAJ'>O
SiAj<0
siA=0,j¢€J
si A(t) <0

si A(t) >0,
siA(t)=0,teT.
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L'algorithme de résolution du probleme

D(I,J)E+/0t o(t)u(t)dt = g,

G(L,N)z =+,

alors V est une commande optimale,et si

TO = {t;, i =1,s}, s = |Tg| I'ensemble des points isolés
A(t)=0,te T; to=0, toy1 = t* tel que

A(t;) #0, i=1,s.

Aidene Mohamed, Louadj Kahina Un probléeme de contrdle optimale avec une entrée libre



L'algorithme de résolution du probleme

D(I,J)E+/0t o(t)u(t)dt = g,

G(L,J)z =+,

alors V est une commande optimale,et si

D(I,J)E+/Ot o()U(t)dt £ g, G(LIZ#~,  (17)

TO = {t;, i =1,s}, s =|Tg| I'ensemble des points isolés
A(t)=0,t € T; tg=0, toy1 = t*, tel que

A(t;) #0, i=1,s.
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L'algorithme de résolution du probleme

Pour le systeme (17) Construisons la fonction f(©):

D(1,Jg)z(Jg) + D(I, Ju)z(Jn) + 2‘6(1‘*2% o —f* SIgnA( ) ftfiJrl o
G(L, Jg)z(Jg) + G(L, I)z(In) —
(18)

df +dx  df —d

*
= > — > / signAj, J € Jn. }
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L'algorithme de résolution du probleme

Pour le systeme (17) Construisons la fonction f(©):

D(1,Jg)z(Jg) + D(I, Ju)z(Jn) + 2‘6(1‘*2% o —f* SIgnA( ) ftfiJrl o
G(L, Jg)z(Jg) + G(L, I)z(In) —
(18)

df +dx  df —d

*
= > — > / signAj, J € Jn. J

s; zj,j € Jg). J
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L'algorithme de résolution du probleme

La procédure finale consiste a trouver la solution

@0:(t?,i:ﬁ;sz,j6_/3) J

un systeme de m + /— équations non-linéaires

On résout ce systeme en utilisant la méthode de Newton.
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L'algorithme de résolution du probleme

La procédure finale consiste a trouver la solution

@0:(t?’i:ﬁ;sz,j6_/3) ’

un systeme de m + /— équations non-linéaires

£(©) = 0. (19) |

On résout ce systeme en utilisant la méthode de Newton.
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L'algorithme de résolution du probleme

La solution du probleme (1)-(4) est calculé comme suit:

o_ [ 2, i€
/ZT]'7 JGJH,
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L'algorithme de résolution du probleme

La solution du probleme (1)-(4) est calculé comme suit:

o_ [ 2, i€
/Z\J', j € Jy;

signA(t]), t € [, 0], i=Ts.

Un probléeme de contrdle optimale avec une entrée libre
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Conclusion.

Conclusion

L'objectif de notre travail est de résoudre un probleme de contréle
optimal avec une condition initial libre.
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Conclusion.

Conclusion

L'objectif de notre travail est de résoudre un probleme de contréle
optimal avec une condition initial libre.

on s'est intéressé a la résolution d'un probleme terminal d'un
systeme dynamique linéaire en utilisant la méthode de point
intérieur de trois procédures, Changement de commande,
Changement de support, on passe a la procédure finale.
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Conclusion.

MERCI DE VOTRE ATTENTION
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