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Introduction

De maniére générale, les problémes inverses de type Cauchy consistent a
reconstruire |'information sur toute la frontiére d'un domaine a partir de
I'information dont on dispose sur une partie de cette frontiére. Jacques
Hadamard (1953) fut le premier a illustrer le caractére mal posé de ces
problémes, au sens ol I'une au moins des trois conditions suivantes n'est
pas vérifiée :

o Existence de la solution

@ Unicité de la solution

e Continuité de la solution par rapport aux données
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eMéthode de régularisation évanescente
A.Cimetiére—F.Delvare-M.Jaoua et F.Pons (2000-2001).

Soit Q un domaine borné de R?, de frontiére I = 'y U T; réguliére.

Soient pq et 1y deux fonctions données sur Iy (pas d'information sur I';).
Le probléme de Cauchy est le suivant :

Au= 0 dans Q
u= @qg sur Iy
% = ¢d sur Fd

La paire (pq,%q4) est supposée compatible.
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Soient pq et 1y deux fonctions données sur Iy (pas d'information sur I';).
Le probléme de Cauchy est le suivant :

Au= 0 dans Q
u= @qg sur Iy
% = ¢d sur Fd
La paire (pq,%q4) est supposée compatible.

@ Probléme mal posé au sens d'Hadamard.
@ Résolution par la méthode de régularisation évanescente.

A chaque étape, on résoud le probléme d'optimisation suivant :
Soient ug € H(I") et ¢ > 0 donnés
Trouver uy.1 = Argmin J5(v) v € H(I)
k 2 2
avec Jo(v) = [[v —zql|r, + cllv — ukllr

zy = (pd,v%q) et H(T') est I'espace des paires de traces compatibles.
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Le probléme inverse de Cauchy pour les plaques minces

Soit Q un ouvert borné, connexe et régulier de R?. Sa frontiére I =Ty UT;
est supposée réguliére et analytique. En partant de la formulation des
plaques minces élastiques (cf. par exemple G.Duvaut et J.L.Lions (1972)),
on se propose de résoudre le probléme de Cauchy suivant :

DA%¢ = f dans Q
ol
S = Fod, Q*,C, = Kig sur Iy (1)
0 e}
S5 = pa, 55 = 6g surly
ou aucune mesure n'est disponible sur I';, et
D = Eh/(12(1—v))
’ %k d Rid ’
pa = D'mg—uv( 872 +-5 ), D'=1/D
_ E _ _ g OK1d _ l OKod (l/+ 1) 82F60d Kid
$a = D(fdJr R) (2 V)OT(OT R 87') R (87'2 R)
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On fait le changement de fonction inconnue

u=¢—¢
(1) se réécrit comme le probléme inverse de Cauchy pour le bilaplacien :
A’y = 0 dans Q
o)
U = FKod, g—z = Kid sur Iy (2)
92 d
o2 = Kady 5.5 = HK3d sur Iy

ol les données kg, K14, Kog €t K34 fixées sur la partie 'y sont supposées
compatibles et analytiques, et ou
Kog = jig — D'mg sur g4

Ksd = ¢g+D'(Fg+2d

" ) sur Iy
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On fait le changement de fonction inconnue

u=¢—¢
(1) se réécrit comme le probléme inverse de Cauchy pour le bilaplacien :
A’y = 0 dans Q
o)
U = FKod, sz = Kid sur Iy (2)
92 d
o2 = Kady 5.5 = HK3d sur Iy

ol les données kg, K14, Kog €t K34 fixées sur la partie 'y sont supposées
compatibles et analytiques, et o
Kog = jig — D'mg sur g4

K3g = &g+ D'(Fg+ %) sur Iy

eObjectif : Rechercher le quadruplet (v, anv gig, an3) des traces de u qui se

rapproche au mieux du quadruplet (koq4, K14, K24, K34) de données sur [.
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Résolution par régularisation évanescente

La solution est considérée dans |'espace des fonctions biharmoniques
2
Hn2(Q) = {ue H}(Q) / A%u=0}
On introduit les espaces suivants :
e L’espace H(I') des quadruplets de traces compatibles

H(T) = {k = (x0, 51, 2, K3) € H¥/2(T) x HY/2(T) x HY/2(F) x H-3/2(T)

ou 0%u 03
tel qu'il existe u € jf:z(Q) et (u7 a—z, a—ng, a—ng)r = (Ko, K1, K2, 113)}

H(I) est fermé dans H3/2(I") x HY/2(T") x H=1/2(I") x H=3/2(I"), c’est donc
un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(k;Y)r = (K0,%0)3/2,r + (K170 172, + (F2,72) _1 /0, + (K3,73) 32 -
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e L’espace H(I'y) des quadruplets de données compatibles
H(Tg) = {kd = (Kods Fi1d, Kads #3d) € H/2(Tg) x HY2(T ) x HTY2(Fg) x H=3/2(T )
v . 2 du 0*u APu
tel qu'il existe u € #,2(Q) et (u, I’ ﬁ)rd = (Hod,Kld,:‘izd,fﬂd)}

e Formulation équivalente
Soit kg = (Kod; K1d, K2d; K3d)

ou 0%u A%u
Trouver u = (u, I I ﬁ)r dans H(T) (3)
tel que u= ky dans H(ly)
e Formulation comme un probléme d’optimisation

{ min J(v) dans H(T)

avec J(v) = |V — kdllr,

Ce probléme, équivalent au probléme de Cauchy, est mal posé au sens
d'Hadamard.
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e Principe de régularisation évanescente
Nous introduisons la suite itérative suivante :
Soient ug € H(I") et ¢ > 0 donnés

Trouver uy.q = Argmin J5(v) v € H(I)
k 2 2
avec Jo(v) = [lv —kdllr, + cllv — ukllr

A chaque itération, le probléme a résoudre est bien posé.
La solution optimale uy 1 est caractérisée par I'équation :

(k1 — kg, V), + (U1 —ug,v)p =0 Vv eH(T) (5)
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Théoréme

Si kg = (Kod, K1d; K2d, K34) €st un quadruplet de données compatibles,
c'est a dire un élément de H(T 4) associé a la solution compatible u de (3),
alors la suite (uy) définie par (4) est telle que :

uy, — u dans H([y) au sens fort

k—o00

u, — u dans H(I') au sens faible.

k—oco
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Théoréme

Si kg = (Kod, K1d; K2d, K34) €st un quadruplet de données compatibles,
c'est a dire un élément de H(T 4) associé a la solution compatible u de (3),
alors la suite (uy) définie par (4) est telle que :

U —u dans H(ly) au sens fort
— 00

u, — u dans H(I') au sens faible.
k—o0

Remarque

Soient u la solution de (3) et (u, % ) le couple constitué des deux premiéres
composantes de u. Soient par ailleurs uy la solution obtenue a la kieme
itération de (4) et (u, % ) le couple formé des deux premiéres
composantes de uy. Dans le cas 2D, pour0 < a<letl<g< oo, ona

(g, %LZ‘) k—»(u7 g;’) dans ‘KO’Q(I—) x L9(T") au sens fort.
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Factorisation du probléme pour le bilaplacien

Dans (2), on fait le changement de fonction inconnue :
-Au = w

On obtient le probleme factorisé suivant :

-Aw = 0 dans Q
w = Bod sur [y
%;; = ﬂld sur Fd
et (6)
-Au = w dans Q
U = Kod sur Iy
% = Kid sur Iy

ol les données (Bpy et (14 sont supposées compatibles et analytiques sur Iy.
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eDu probléme factorisé au probléme pour le bilaplacien
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eDu probléme factorisé au probléme pour le bilaplacien

i i

871112] = —fod — ( HOd + %) sur Tq (7)
Au B 0Bod 8 Okid 1 Okog ko K1id

o = oo R )+ e 2 ) s T ®
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eDu probléme factorisé au probléme pour le bilaplacien

&%u (3 Kod I€1d)

e = —Bod — + = sur Ty (7)
Au B 0Bod 8 Okid 1 Okog 8%k /i1d
o = e oo R )+ g 2R ) sur T @)

Corollaire

Si (Bod, P1d) € H—1/2(rd) X H_3/2(I'd) alors la résolution du probléme
factorisé se raméne a la résolution du probléeme pour le bilaplacien.
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Convergence quand h — 0

Dans (6), considérons le probléme inverse pour le laplacien :
0
87(: = /Bld sur I'd . (9)
La solution est recherchée dans I'espace des fonctions harmoniques
Ay (A, Q) ={uecH(Q) /Au=0}

— Aw =0 dans Q, w = Fyy et
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Convergence quand h — 0

Dans (6), considérons le probléme inverse pour le laplacien :

10)
afc: = /81d sur I'd . (9)

La solution est recherchée dans I'espace des fonctions harmoniques
Ay (A, Q) ={uecH(Q) /Au=0}
e Une formulation équivalente

Soit By = (Bod B1d)

— Aw =0 dans Q, w = Fyy et

{ Trouver w = (w\r ,%‘r) € L(T) tel que (10)
w=_0y sur L([y)
ou
£(r) = {8 = (5o, A1) € HY2(T) x L2(T) tel que o

Jw € A (D,Q) wlr =/ et %ﬂrzﬁl}

£(T) est muni du produit scalaire de HY/2(I") x L?(I") suivant :
<ﬁa/8/>r - </607/36>H1/2 r + <ﬂlaﬁ'/]_>|__2 o
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Aprés discrétisation par éléments finis de I, supposé régulier, on définit
I'espace d'approximation de £(I") de la fagon suivante :

Ly(T) = { Br = (Bon » Bin) € %ﬂh%(r) x A2(T) tel que
Jwp € V() avec wp, = Bon et (12)
fﬂ VwpVvy, dx = fr B1hVvh do Vv, € Vh(Q) }

On munit £4(T) du produit scalaire de H/2(I") x L?(I) suivant :
<Bhaﬁ;7>r = <ﬁ0h756h>|_|1/2(r) + <ﬁlh,6ih>|_2(r)
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Aprés discrétisation par éléments finis de I, supposé régulier, on définit
I'espace d'approximation de £(I") de la fagon suivante :

Lp(T) = { Bn = (Bon » Pin) € H2(T) x A2(T) tel que
Jwp € V() avec wp, = Bon et (12)
fﬂ VwpVvy, dx = fr B1hVvh do Vv, € Vh(Q) }
On munit £4(T) du produit scalaire de H/2(I") x L?(I) suivant :
<Bhaﬁ;1>r = <ﬁ0h756h>|_|1/2(r) + <ﬁlhaﬁih>|_2(r)

e Le probléeme de Cauchy discret s’écrit :

Trouver wy, € W,f(r) tel que 13)
(Wh = Bap vh), =0 Vvpe #,-(I)
ou
Wu(F) = { vi=(vhv;) € Lp(T) tel que wvplr, =0 }

1

Wy (0) = { va=(vhv}) € Lp(T) / (v, W), =0 VY wp € #4(T) }

Azariel Paul EYIMI MINTO'O (LMA) Résolution d’un probléme inverse / 29



e Hypothéses

@ Le couple inconnu w = (g, £1) € L(I'). Soit w la fonction harmonique
solution du probléme (9). On suppose que w € H(Q).
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e Hypothéses

@ Le couple inconnu w = (g, £1) € L(I'). Soit w la fonction harmonique
solution du probléme (9). On suppose que w € H(Q).

@ Pour h > 0 fixé, on suppose donnée une famille (D)
1
Dy HY2(T) x L3(T) — HZ(T) x H,(T)
(V,V’) — (VhaVL)

d'opérateurs d'approximation sur la frontiére au sens suivant :

I(v,v') = Da(v, V)

— 0

e =

On introduit
mh t HY2(T) x L2(M) — L(T) .
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e Hypothéses

@ Le couple inconnu w = (g, £1) € L(I'). Soit w la fonction harmonique
solution du probléme (9). On suppose que w € H(Q).

@ Pour h > 0 fixé, on suppose donnée une famille (D)

Dy HY2(T) x L2(T) — HE () x H(T)
(v,v") — (Vhyvp)

d'opérateurs d'approximation sur la frontiére au sens suivant :

”(Vv V,) - Dh(V, V/)HI' i:(; 0

On introduit
mh t HY2(T) x L2(M) — L(T) .

© On suppose que la restriction de mpw — Dpw & Ty vérifie :

<7ThW — Dpw ,Vh>rd =0 Vv,e Eh(l') .
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Théoréme

v N
/,
\ |

Soit w= (fo, 41) la paire de traces compatibles associée a la fonction
harmonique w supposée telle que (5o, 31) € H/?(T') x L2(T). Soit
wy, = (Bon, B1n) la solution du probléme de Cauchy (13). Alors

Boh P Bo dans HY2(T) au sens fort

B1h P B1  dans L?(T)  au sens faible (14)

Ou encore  wy, W dans HY2(I) x L3(T) au sens de (14) .
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Tests numériques

Soit N le nombre de noeuds sur I'.

eLe probléme inverse de cauchy pour I'équation de Laplace

Par une méthode de condensation sur la frontiére, on obtient le systéme
linéaire de N équations a 2/ inconnues :

HW +BW' =0 (15)

ol W (respectivement W') représente les valeurs discrétes de la trace
(respectivement de la dérivée normale) de w.
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Tests numériques

Soit N le nombre de noeuds sur I'.

eLe probléme inverse de cauchy pour I'équation de Laplace

Par une méthode de condensation sur la frontiére, on obtient le systéme
linéaire de N équations a 2/ inconnues :

HW +BW' =0 (15)

ol W (respectivement W') représente les valeurs discrétes de la trace
(respectivement de la dérivée normale) de w.

elLe processus itératif a la (k + 1)€ itération

soient (Wo, W)) = (0,0) € RN x RN

Trouver (Wicy1, Wi ,4) € R2N tels que
Wi, Wiy < (W V) Y (0, V) e R2V (16)
sous les N contraintes HW,,1 + B W,’H_l =0

On introduit N multiplicateurs de lagrange pour gérer les contrainres

égalités. On obtient un systéme linéaire de 3N équations a 3N inconnues.
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eLe probléme inverse de cauchy pour I'équation de Poisson
En utilisant a nouveau une méthode de condensation sur la frontiére, on
obtient le systéme linéaire de N équations a 2N inconnues :

HU +BU' = DW (17)

ou U (respectivement U’) représente les valeurs discrétes de la trace
(respectivement de la dérivée normale) de u.
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eLe probléme inverse de cauchy pour I'équation de Poisson
En utilisant a nouveau une méthode de condensation sur la frontiére, on
obtient le systéme linéaire de N équations a 2N inconnues :

HU +BU' = DW (17)

ou U (respectivement U’) représente les valeurs discrétes de la trace
(respectivement de la dérivée normale) de u.

elLe processus itératif a la (k + 1) itération

soient (Uo,Up) = (0,0) € RN

Trouver (Upy1,Uj 1) € R?N tels que
S Uhir,Up ;) < IV V)V (V) e RN (18)
sous les N contraintes H Uy 1 + IB%U,’H_l = DWyg41

Pour gérer les contraintes égalités, on introduit N multiplicateurs de
lagrange. On obtient un systéme linéaire de 3N équations a 3N inconnues.
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e Le domaine Q est le disque unité.

olg=3l.

o u(xi,xp) = %xl(cosxl cosh xa — sin xg sinh x2) .
® w(x1,x2) = cos xq cosh xa + sin xg sinh xz .

e Ny = Nombre de données sur 'y .
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e Exemple 1 Ny =60 et N =120
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e Exemple 1 Ny =60 et N =120

Reconstruction de la trace de u

1 ﬁ — analytique
o =+ reconstruite
T

fo a
I W

fo Y

| \J

B e e AL s e e s B e e B
4

abscisse curviligne

c=10"°
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Reconstruction de du/dn

— analytique
+ reconstruite

T
pjﬂy

du/dn
s

1
] &
4 +
] 5
t /
i

) Vé
T

B

)

i

AT

4

j[

abscisse curviligne

c=10"°%
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Reconstruction de 92u/dn?
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Reconstruction de 93u/dn®

e

}

4
!
i
)

L

L
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e Exemple 2 : Données bruitées avec Ny = 30, N = 60
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e Exemple 2 : Données bruitées avec Ny = 30, N = 60
Bog bruitée de 10%

Reconstruction de la trace de u

— analytique
] -~ anal
o i + reconstruite
X [ TJ'S\
o I

IS AN
TN

T T
4

abscisse curviligne

c=25.10"3
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Reconstruction de du/dn

— analytique

][\ ‘ +  reconstruite
+

T

du/dn
s s
L
A
%M/

|
[
A

R
(=
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B14 bruitée de 10%

Reconstruction de 92u/dn?
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Reconstruction de 93u/dn®

1 j\ |+ consiune \ fﬁ
1 I Fod
/o1 [
IR T A
EL ;
NEN VAT 9
el XV 1 \+7
c=25.10"3
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Conclusions et perspectives

e La méthode est efficace et robuste.

e La convergence quand h — 0 vient renforcer les résultats pour le laplacien.
e |’extension de la méthode en dimension 3 reste envisageable.

e Comment généraliser la méthode aux opérateurs linaires élliptiques
d'ordre 2m?
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Merci de votre attention!
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