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Equation de BoltzmannModélisation d'un éoulement �uide visqueuxEquation de Botzmann
∂f
∂t + v · ∇f = Q(f ), où

• f est la densité de partiules,
• v la vitesse des partiules,
• Q est l'opérateur de ollision.Linéarisation de l'opérateur de ollision (pour l'aoustique)autour de l'équilibreLinéarisation de l'équation de Boltzmann

∂f
∂t + v · ∇f = −

1
τ
· (f − f eq),où τ est le temps de relaxation à l'équilibre.
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Disrétisation 1/2
• J + 1 vitesses etdistributions
• Réseau disret tel que

X pas de temps ∆t
X pas d'espae ∆x
X Paramètre λ =

∆x
∆t

X x ∈ L ⇒ x + vi∆t ∈ L
Exemple : D2Q9

• D : dimension
• Q : vitesse
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Disrétisation 2/2EDP disrétisée
∂fj
∂t + vj · ∇fj = −

1
τj · (fj − f eqj ), 0 ≤ j ≤ J.

• A hoisir :
X Les J + 1 vitesses vj
X Les J + 1 aratéristiques du retour à l'équilibre τj

• Inonnues :
X Les J + 1 densités de partiules fjDi�érents types de shémas

• BGK : τj = τ, ∀ 0 ≤ j ≤ J
• TRT : τj = τ0 ou τ1 (suivant la parité du moment)
• MRT : τj 6= τk , ∀ 0 ≤ j 6= k ≤ J
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Idée de la méthode
∂fj
∂t + vj · ∇fj = −

1
τj · (fj − f eqj ), 0 ≤ j ≤ J.Shéma de Boltzmann sur réseauDesription des J + 1 distributions de partiules fj(x , t) enx ∈ L de vitesse vj à l'instant t.On passe du temps t au temps t +∆t en deux étapes

• ollision : redistribution des densités en haque noeuds
∂f ∗j
∂t = −

1
τj · (fj − f eqj )

• advetion : transport des partiules vers ses noeudsvoisins
∂fj
∂t + vj · ∇fj = 0
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Algorithme de d'Humières pour leshéma D2Q9On suppose onnus :
• les vitesses,
• les temps de relaxation.1 Collision

• Choix des 9 moments à l'équilibre :
X 3 moments onservés : densité ρ et impulsion −→q
X 6 moments non onservés dé�nis à l'équilibre ommeombinaison linéaire des moments onservés

• Relaxation des moments hors équilibrem∗j := (1− sj)mj + skmeqj où sj = ∆t/τj , j ≥ 3.
• Retour à l'espae des partiules ave le alul de ladistribution f ∗ = M−1m∗.2 Advetion par la méthode des aratéristiquesfj(x + vj∆t, t +∆t) = f ∗j (x , t), x ∈ L, 0 ≤ j ≤ 8
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Définition des momentsMoments onservés :
• densité marosopique ρ=

∑0≤j≤J fj
• impulsion marosopique −→q =

∑0≤j≤J vj fjAutres moments pour le D2Q9 :
• énergie inétique : ε = ∑

|vj |2fj , ordre 2,
• arré énergie : ε2 = ∑(1/2|vj |2)2 fj , ordre 4,
• �ux de haleur : ϕ =

∑ 1/2|vj |2vj fj , ordre 3,
• ϕXX =

∑(v1j )2 fj −∑(v2j )2 fj , ordre 2,
• ϕXY =

∑ v1j v2j fj , ordre 2,
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Moments après relaxation : D2Q9m∗j := (1− sj)mj + skmeqj où sj = ∆t/τj , j ≥ 3.
ε
ϕXX
ϕXY
ϕx
ϕy
ε2




I3 0
θ1λ2s4 θ2λs4 θ3λs4ax1λ2s5x ax2λs5x ax3λs5xay1λ2s5y ay2λs5y ay3λs5y11xλ3s6x 12xλ2s6x 13xλ2s6x11yλ3s6y 12yλ2s6y 13yλ2s6y
β1λ4s11 β2λ3s11 β3λ3s11 (1− si)I6


Données

• θ1 : reliée à la vitesse du son
• s4, s5y : reliés aux visosités de volume / isaillement
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Relation ave la physiqueShéma de Boltzmann sur réseau pour le D2Q9fj(x + vj∆t, t +∆t) = f ∗j (x , t), x ∈ L, 0 ≤ j ≤ J.Propriétés
• Ce shéma de Boltzmann sur réseau résoutNavier-Stokes (méthode d'ordre 2)
• Les visosités (de isaillement et de volume) s'exprimenten fontion des temps de relaxation
• Travail en ollaboration ave Renault / Airbus
• Objetif garder deux visosités tout en rendant leshéma isotrope
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Positionnement du problèmeEquations équivalentes (F. Dubois et P. Lallemand)
∂W
∂t + 1A : ∇1W+ 2A : ∇2W+ 3A : ∇3W+ 4A : ∇4W = 0,où (1A : ∇1W)i

=




∑0≤j≤21≤α≤2 1Aαji ∂αWji
• W est le veteur des moments onservés
• les tenseurs NA dépendent

X des temps de relaxation,
X de l'ériture des moments non onservés.

• Obtenues par développement de limité à partir dushéma
• Code Maple qui donne les équations aux di�érents ordres
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Raisonnement
ẽ1e1e2ẽ2

θ

−→q
• Eriture de l'équation de onservation pour W̃
• But : les deux équations doivent être les mêmes pourtout θ : RNÃ : ∇̃NW = NA : ∇NW.

• Cela donne une relation sur les N ÃRelations anienne base / nouvelle base
• W = RW̃,

• ∂αWi =
∑0≤j≤21≤β≤2R ij (r−1)β

α
∂̃βW̃j .
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RelationsCondition d'isotropie (à rajouter dans le ode Maple)1Ãβlj =
∑1≤α≤20≤k≤2 (R)lk 1Aαki (R−1)ij (r−1)β

α
.A titre d'exemple pour le D2Q9 :

• 3*3*2 équations
• 9-3=6 temps de relaxations
• 6*3 oe�ients de linéarité (desription des moments àl'équilibre)
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RésultatsRésultats sur l'isotropie
• Le shéma D2Q9 est isotrope à l'ordre 3 ave possibilitéde hoisir plusieurs temps de relaxation
• Le shéma D2Q9 est isotrope à l'ordre 4 ave deuxtemps de relaxation
• Le shéma D2Q13 est isotrope à l'ordre 3 ave plusieurstemps de relaxation
• Le shéma D2Q13 n'est pas isotrope à l'ordre 4BonusShéma isotrope ⇒ relations ohérentes par rapport au ara-tère salaire / vetoriel des objets manipulés.Exemple : l'énergie, moment non onservé, est bien propor-tionnelle à la densité.
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Travail en ours
1 D2Q9 / D2Q13

• Comparer résultats ave eux déjà publiés
• Simulations numériques pertinentes2 En dimension 3
• D3Q19,
• D3Q27.3 Quelle in�uene sur la stabilité des shémas ?
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