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Arbres réels

Définition (Arbre réel)

Un arbre réel est un espace métrique (T, d) tel que :
@ Six,y € T, alors il existe un unique arc [x, y] qui les relie.
@ Les arcs [x, y] sont isométriques a des segments.

Un arbre réel enraciné est un arbre réel dont on a distingué un
point, noté @.

On note T I'ensemble des arbres réels localement compacts
enracinés (muni de la distance de Gromov-Hausdorff).
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Arbres browniens sous-critiques

¥(u) = 2au+ 202, (x> 0)

H:[0,0] — R excursion d’un
MB de drift —a, réfléchi en 0.
Relation d’équivalence sur
[0,0]:
X ~ Yy SSi

H(x) = H(y) = min H(z).

ze[xy]

Tu=1[0,0],. deloiN¥(dT)
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Arbres surcritiques

¥(u) =2au+20% (a <0)

@ Si a > 0, définition de I'arbre surcritique tronqué au niveau
a comme transformée de Girsanov de I'arbre critique
tronqué au niveau a.

@ Par consistance, définition de la loi de I'arbre surcritique
INY.

@ Si ¢ est (sous-)critique, o < o p.s.
@ Si ¢ est surcritique, o = co avec probabilité positive.
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Elagage

Marques poissonniennes

7 un arbre brownien de mécanisme .

M (dx, df) mesure ponctuelle de Poisson sur 7 x R,
d’intensité df dx

= Marques x “uniformes” sur le squelette de I'arbre,
étiquettes 6 (temps)

Definition (Arbre élagué)

Soit 6 > 0. Larbre élagué Py(7T) est la composante connexe
de la racine :

Po(T) =4{x e T, M([D,x][x][0,6]) =0}
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Elagage
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Elagage
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Elagage

Théoreme (Abraham, Delmas, Voisin)

Soit§ > 0. Sous la mesure NY, I'arbre élagué P, (T ) est
distribué suivant N¥e, o

po(u) =p(0+u)—y(0), ueR

Désormais, on suppose que y(u) = 2u?. On a alors

o (U) = 40u + 202,
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Elagage
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Processus d’élagage
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Processus d’élagage

Propriété de Markov spéciale (extension d’un résultat
d’Abraham, Delmas, Voisin) :

Théoreme

Sous NV, conditionnellement a Po(T ), la mesure ¥ic; 6y, 7.0,
est une mesure ponctuelle de Poisson sur Py(T) x T x [0, 6)
d’intensité

m’’ (dx) (4N?[dT]) d6’
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Processus d’élagage
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Processus d’élagage

Par consistance, processus d'élagage (77,6 € R) :
@ Décroissant p.s.
@ Sif c R, 7Y distribué suivant IN¥».
@ Semigroupe décrit par la propriété de Markov spéciale.

Pq—(% 7392*67

{ET T

0>
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Processus d’élagage

Par consistance, processus d'élagage (77,6 € R) :
@ Décroissant p.s.
@ Sif c R, 7Y distribué suivant IN¥».
@ Semigroupe décrit par la propriété de Markov spéciale.

P

0>
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Construction poissonnienne

Arbres éligibles

N une mesure ponctuelle de Poisson sur R x T x R,
d’intensité :
do 4NYe[dT] dx.

ldée : partant d’'un arbre 7 distribué suivant IN¥%z, empiler les
atomes de A\ sur 7 pour obtenir un arbre distribué suivant
INYe: .
Difficultés :

@ |l faut le faire de fagon consistante.

@ |l ne faut pas exploser en chemin.
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Construction poissonnienne
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Construction poissonnienne

4 ﬁ_' N
™ N
# * = %
O(T02) L3 L S
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Construction poissonnienne

Loi de 'arbre (cas sous-critique)

On construit ainsi, partant d’'un arbre T%, un processus
d’arbres décroissant (T9, 6; < g < 6,).

Théoreme

Si T% est distribué suivant N¥ez, alors le processus
(T9, 61 < g < 02) alaméme loi qu’'un processus d’élagage
(T9, 61 < q < 6y), issudun arbre distribué suivant IN¥* .
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Temps de sortie d’'un domaine

Temps de sortie

On s’intéresse au premier temps auquel le processus
d’élagage franchit une hauteur donnée :

Oy =inf{f € R, Hmax(T?) < H}

Théoreme (Duquesne, Le Gall)

La loi de ®y est donnée par N¥[@y > 0] = u®(H), ou u’ est
telle que
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Temps de sortie d’'un domaine

Définitions en Oy
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Temps de sortie d’'un domaine

Loi de |la colonne

Soit H > 0,0 € R. Soit fy ¢ définie sur [0, H) par :

fo(t) = 4U°(H — t) exp <—4|9|t - /0t4u|9|(H - x)dx>

Théoreme

Conditionnellement a {®y = 6},

NY[r € dt] =
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Loi de I'arbre en dessous de x

Théoreme

Conditionnellement a {® = 0}, l'arbre T®+ peut s’écrire

[D, 7] ®ics (Ti, hi)

oU Y je; O(T;,ny) €St une mesure ponctuelle de Poisson sur
T x [0, 7] d’intensité

4(16] + ul®l(H — h))dh NYeL [dT 1y, 1)+ hen]-

@ Greffe d’arbres sous-critiques ne dépassant pas H.

@ Greffe d’autant plus intense a mesure qu’on se rapproche
de H.
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Temps de sortie d’'un domaine

Loi de I'arbre au-dessus de x

Théoreme

Conditionnellement a {® = 0}, I'arbre T®+~ peut s’écrire
TOH~ =T® @ (T, 1)

ou T est distribué suivant N [dT1y, (1) rsH].

@ Arbre standard, restreint a franchir la hauteur
@ Asymptotique H — oo : Arbre conditionné a étre infini
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Cas surcritique

FIGURE: Densité de T pour H=1,0 = —1
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Temps de sortie d’'un domaine

Cas sous-critique
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FIGURE: Densité de T pour H=1,6 =1
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Couplage d’'un mouvement brownien avec la structure d’arbre :
= Serpent brownien (Le Gall)
Si D est un ouvert borné de R, soit u(x) = Ny[T NoD # Q).

Théoréme (Dynkin ; Duquesne, Le Gall)

La fonction u est solution de I'équation

{;Au<x) = ¢(u(x)), x €D

Upp = o0
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Couplage d’'un mouvement brownien avec la structure d’arbre :
= Serpent brownien (Le Gall)
Si D est un ouvert borné de R, soit u(x) = Ny[T NoD # Q).

Théoréme (Dynkin ; Duquesne, Le Gall)
La fonction u est solution de I'équation

{;Au<x) = ¢(u(x)), x €D

Upp = o0

Si®p =inf{# € R, T!NID = @}, description de 7°r :
@ Colonne vertébrale = Brownien tué (pas une diffusion)
@ Greffe d’un arbre restreint a franchir oD.



	Arbres browniens
	Elagage et processus à valeurs arbre
	Elagage
	Processus d'élagage
	Construction poissonnienne

	Applications
	Temps de sortie d'un domaine
	Cas de domaines spatiaux


