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Modele de Vlasov-Maxwell

m Modeéle décrivant I'évolution de particules chargées dans le champ électromagnétique
engendré par les particules elles-mé&mes. Pour simplifier, on suppose que les ions sont fixes
et forment un fond uniforme de charge pop.

m La fonction de distribution des électrons f satisfait I'équation de Vlasov :
e
Otf +v -Vyf ——(E4+vxB) V,f=0.
m
m Le courant et la charge créés par les particules sont

J:fe/‘ f(x,v,t)vdv et p:pofe/ f(x,v,t) dv.
Rd RY

m Les champs magnétique et électrique satisfont les équations de Maxwell (avec les sources
créées par les particules) :

1

—OE—V xB=—poJ,
C

OB+ V x E=0,

V~E:ﬁ,
€
VvV-B=0.
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Limite quasi-neutre

m La force de Coulomb qui s'exerce entre les particules tend a restaurer la neutralité de la
charge. Ce phénomeéne introduit une longueur caractéristique de séparation de la charge, la
longueur de Debye, et une période caractéristique d’'oscillation de la charge, la période
plasma.

m La longueur de Debye et la période plasma sont définies ainsi :

eokg To meg

Ap = Tp

e2ng e2ngy’

ou Ty est la température caractéristique du plasma et ng est la densité caractéristique du
plasma.

® Quand ces grandeurs caractéristiques sont beaucoup plus petites que les échelles d'espace
et de temps du probléme, le plasma est dit quasi-neutre.

m D’un point de vue mathématique, les modeles de plasmas changent de nature a la limite
quasi-neutre, il s’agit d'une limite singuliere.
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Schémas préservant |'asymptotique

Comment traiter les problemes ou coexistent des zones proches de la quasi-neutralité et d'autres
qui en sont éloignées ?

Option 1 : Deux discrétisations (une pour la zone quasi-neutre, une pour le reste du domaine)
couplées a travers une interface.

Option 2 : Une discrétisation préservant |'asymptotique.

P1. Pour une longueur de Debye et une période plasma fixées, elle est consistante avec le
modele de plasma standard quand les parametres de discrétisation tendent vers zéro.

P2. Elle est stable indépendamment de la longueur de Debye et de la période plasma.

P3. Pour des parametres de discrétisation fixés, elle est consistante avec le modéle quasi-neutre
quand la longueur de Debye et la période plasma tendent vers zéro.

Approche déja appliquée a d’autres modeéles :
m Euler-Poisson, Euler-Maxwell,

m Vlasov-Poisson (particulaire et semi-lagrangien).

D. Doyen (IMT) 4 /27



Plan de I'exposé
© Limite quasi-neutre

© Schéma en temps

© Loi de Gauss

@ Simulations numériques

© Perspectives

D. Doyen (IMT)



Limite quasi-neutre

© Limite quasi-neutre

D. Doyen (I



Limite quasi-neutre

Adimensionnement des équations de Vlasov-Maxwell (1/2)

On introduit des paramétres sans dimension :

A D exo E[) exp E() %) %) Bo
>\:77 m = 2 2 = ) @ = —, B: .
X0 mvg kg To c Eo

Avec ces paramétres, le systeme de Vlasov-Maxwell adimensionné s’écrit :
Of +v-Vuf —m(E+B2vx B)-V,f=0
OE
)\2772(0425 — B2V x B) = —a?J,
B20;B+V x E=0,

NmpV-E=1-—n,
V-B=0.
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Limite quasi-neutre

Adimensionnement des équations de Vlasov-Maxwell (2/2)

On fait les hypothéses suivantes sur les paramétres :
m=1 m=1 a=X =1

Le systeme de Vlasov-Maxwell adimensionné devient alors :

Otf +v-Vif—(E+vxB)-V,f=0,

NOHE -V x B=—J,

0:B+V xE=0,

NV.E=1-n,

V-B=0.
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Limite quasi-neutre

Limite quasi-neutre des équations de Vlasov-Maxwell (1/2)

Otf +v-Vif—(E+vXxB)-V,f=0,
MNOE -V xB=—J,
0tB+V X E =0,
NV.E=1-n,
V.-B=0.
Quand on fait tendre X vers 0 (limite quasi-neutre), on obtient formellement :

Otf +v-Vif —(E+vxB) -V, f=0,

VxB=J,
0B+ V X E=0,
n=1,
V-B=0.
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Limite quasi-neutre

Limite quasi-neutre des équations de Vlasov-Maxwell (2/2)

On reformule le modéle quasi-neutre :
Of +v -Vif —(E+vxB) -V, f=0
E+VXx(VXE)y=JxB-V"-S,
8tB+V X E:O7
n=1,

V.B=0,

ou S, le tenseur de pression cinétique, est défini comme

S:/ f(x,v,t)v® v dv.
RrRd
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Schéma en temps
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Schéma en temps

Notations

m L'intervalle de temps est discrétisé avec un pas de temps At. On pose t™ := mAt.

m La fonction de distribution est approchée par une collection de N particules. Les vecteurs
position et vitesse au temps t™ sont notés X' et V. La position et la vitesse de la jéme
particule sont notées X,’J’j et V,\’;’j.

m Les champs sont discrétisés par différences finies. Le champ électrique, le champ
magnétique, la densité d'électrons et le courant au temps t™ sont notés E;", B;", n" et JI.

m La densité, le courant et le tenseur de pression cinétique calculés a partir des particules de
position Xy et de vitesse Viy sont notés ny(Xy), Jn(Xn, V) et Sh(Xn, V).

m Les valeurs des champs E[" et B/" au point Xy ; sont notées E["(Xy,;) et B["(Xn,j)-

m Opérateurs vectoriels discrets : Vj, Ay, Vi, VX, etc...

D. Doyen (IMT) 12 /27



Schéma en temps

Schéma explicite classique

Les champs sont calculés avec une discrétisation explicite (leap-frog) :

N
At
1
Byt - By
At

A — Vi X B;;" = 7Jh(X,:/", V,(/"),

+ Vi x EM =0,

Les particules sont avancées avec un schéma explicite (leap-frog) :

m+1 m

XN,j _XNJ _\ym+l

oA Mo
+1 +1

Vi = VW _ g (yem Y VWit VW g (e
At I RN 2 h \7Nj) -

Conditions de stabilité :
m Le pas de temps doit étre plus petit que la période plasma : At < 27,.
m Le pas d’espace doit &tre plus petit que la longueur de Debye Ax < (Ap.
t

m Condition CFL pour les particules : vth% < 1.

m Condition CFL pour les ondes EM : c% < 1.
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V4 Ve 7 .
Un schéma préservant |'asymptotique (1/4)
Le courant est prédit en utilisant une discrétisation de I'équation suivante :
0J—V-S—nE+JxB=0.
Il est essentiel d'impliciter le champ électrique. Les autres quantités peuvent étre gardées explicites.

St — (XN Vi)

~ — V- ShXT V) = nn(XTETT + In(X, V) x BT = 0.

Les équations de Maxwell sont discrétisées de fagon implicite et on utilise le courant prédit J,’,"Jrl :

JEPT B
At

Bm+1_Bm
hTth-thXE:WIZO.

A —Vy x BP = -yt

Finalement, en éliminant J™*!, on obtient un systéme linéaire pour EM*! et B™! .
h Yy p h h

A2 VvV, x Bml Jp(XP, v
2 ) b et - T B DRV G s v+ 06 Vi) x B

m+1 m
Bt — By

Vi x E' =0.
At + h h
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Un schéma préservant |'asymptotique (2/4)

Finalement, les particules sont avancées avec les champs prédits E,;"*'l et BI;"'H :

m+l _ ym
Xnj = Xn,

m+1
At =W,
ymtl _ym vm o4 ymil
N, N, m+1,ym N, N, m+1l,ym
JTJ = —E, * (XN,j) - % x By * (XN,j)'
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Un schéma préservant I'asymptotique (3/4)

P1. Pour une longueur de Debye et une période plasma fixées, elle est consistante avec le
modele de plasma standard quand les paramétres de discrétisation tendent vers zéro.
— ok

P2. Elle est stable indépendamment de la longueur de Debye et de la période plasma.
— ok (il ne reste que la condition CFL sur la vitesse des particules)
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Un schéma préservant |'asymptotique (4/4)

P3. Pour des parametres de discrétisation fixés, elle est consistante avec le modéle quasi-neutre
quand la longueur de Debye et la période plasma tendent vers zéro.
— ok

Si I'on élimine B,',"'*'1 dans le systeme linéaire satisfait par E;:H—l et B,’:H'l, on trouve :

)\2
E(E;"+1 — EM) + np(XiVE™ 4+ Vi x Vi x T =
Vi x BT — Jp(Xi, Vi)
At

Pour des paramétres de discrétisation fixés, quand A — 0, I'équation ci-dessus devient

= Vi Sp(XNs V) + Jn (XN, V) x By
E[™ 4+ Wy X Vi x EFT s Jp(X7, Vi) % B — Vi - SW(XF, V),

ce qui est consistant avec le modele quasi-neutre

E+VXx(VXE)=JxB-V-S.
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Loi de Gauss

m Dans la discrétisation des équations Maxwell, généralement, on n'impose pas d'équivalent
discret de la loi de Gauss :

NOE—V xB=—J,
B +V x E=0,
NV.E=1-n,
V-B=0.

m Celle-ci est cependant vérifiée sous certaines conditions :

> bonnes propriétés des opérateurs discrets,

> sources vérifiant I'équation de conservation de la charge.

m Avec les méthodes particulaires, les sources ne vérifient pas I'équation de conservation de la
charge. Pour satisfaire la loi de Gauss, on a généralement recours a une correction du
champ électrique.
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Correction elliptique standard (correction de Boris)

m Principe : On corrige la partie longitudinale du champ électrique de sorte a assurer la loi de
Gauss.

Em+1 Em+1 Vhph»

N2V - B =1 — np(XH).
m En pratique, on résout
—NAppp =1 — np(Xg) — N2V, - T

puis
Em+1 Em+1 vhph .

m Cette correction ne préserve pas |'asymptotique.
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Une correction elliptique préservant |'asymptotique

m On corrige de la fagon suivante :

Em+1 — Em+1 _ vhph,

/\th Em+1 =1_ ~m+1

ou FIT+1 est une prédiction de la densité. Cette densité est prédite en utilisant :
AT — np (X0 -
h N ml
A = V- =0
At hh
:]m+l — Jp(Xm ym .
h i(t W) _ Vi Se(XiT, Vi) — np(XIEMT + Jn(XF7, V) x B = 0.

m En pratique, on résout
>‘2 1-— nh(XI,\In) >‘ m+1
=V ((A 5 +nh(XN))VhPh) =T Qap Ev E
puis
Ertl = £ — Vpy.

m Cette correction préserve |'asymptotique.
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Simulations numériques
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Simulations numériques

Expansion d'un plasma

m Vlasov-Poisson, schéma préservant I'asymptotique
m 1D en espace

m deux espéces (électrons et ions)

Patices inthe phase space atices i the ghase space
ey - g
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F1GURE: Particules dans I'espace des phases
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Un modele 1D de POS (Plasma Opening Switch)

onde EM
— —
vide plasma vide
m Vlasov-Maxwell, schéma préservant I'asymptotique

m 1D en espace, 2D en vitesse

m deux especes (électrons et ions)
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FIGURE: Champs électrique et magnétique (plasma peu dense)
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Simulations numériques

Un modele 1D de POS (Plasma Opening Switch)
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FIGURE: Champs électrique et magnétique (plasma trés dense)
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Perspectives

Perspectives

m analyse de stabilité
m variantes dans la discrétisation

m éliminer la condition de Courant sur la vitesse des électrons
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