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On considère l’équation des ondes 1-D contrôlée à l’aide d’un feedback hω agissant sur un sous-domaine
ω ⊂ (0, π)

∂2y

∂t2
− ∂2y

∂x2
= hω, (t, x) ∈ (0, T )× (0, π),

y(t, 0) = y(t, π) = 0, t ∈ [0, T ],

y(0, x) = y0(x), ∂ty(0, x) = y1(x), x ∈ [0, π].

(1)

Les outils classiques de la théorie du contrôle assurent que, si ω est un sous ensemble de (0, π) de mesure
strictement positive et si T est supérieur à 2π, il existe pour toute condition initiale un contrôle de norme
L2(0, T ;L2(ω)) minimale stabilisant à zéro l’équation des ondes 1-D. Ce contrôle est caractérisé par la
méthode HUM (méthode d’unicité de Hilbert, voir [1, 2]). Il est explictement donné par

hω(t, x) = χω(x)φ(t, x), t ∈ [0, T ] et x ∈ [0, π],

où φ désigne la solution du problème adjoint

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
= 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, π),

φ(t, 0) = φ(t, π) = 0, t ∈ [0, T ],
(2)

avec φ(0, ·) = φ0(·) et ∂tφ(0, ·) = φ1(·). Le couple (φ0(·), φ1(·)) désigne l’unique minimiseur de la fonc-
tionnelle

Jω(φ0, φ1) =
1
2

∫ T

0

∫
ω

φ(t, x)2 dxdt+ 〈(φ(0, ·), ∂tφ(0, ·)), (−y1(·), y0(·))〉. (3)

Pourvu que l’inégalité d’observabilité

‖(φ(0, ·), ∂tφ(0, ·))‖2L2(0,π)×H−1(0,π) ≤ C
∫ T

0

∫
ω

φ(t, x)2 dxdt, (4)

soit vérifiée pour tout φ solution du problème adjoint, l’unicité du minimiseur précédent est claire.
On s’intéresse au problème consistant à rechercher ω minimisant la norme L2 du contrôle. On ten-
tera d’établir le lien entre les outils classiques d’optimisation et ceux de la théorie du contrôle. Plus
précisément, nous nous intéresserons aux problèmes :

1er problème. (y0, y1) ∈ H1
0 (0, π)× L2(0, π) étant donné, on cherche à minimiser la quantité

‖hω‖2L2(0,T ;L2(ω)) =
∫ T

0

∫
ω

φ(t, x)2 dxdt, (5)

où φ est le problème adjoint du contrôle HUM hω amenant (y0, y1) à (0, 0) en temps T , parmi tous les
ensembles mesurables ω ⊂ [0, π] de mesure de Lebesgue |ω| = Lπ, avec l ∈ (0, 1).

2ème problème. On cherche à minimiser la quantité

‖Γω‖ = sup
{
‖hω‖L2((0,T )×(0,π))

∣∣ ‖(y0, y1)‖H1
0 (0,π)×L2(0,π) = 1

}
(6)

parmi tous les sous-ensembles mesurables ω ⊂ [0, π], de mesure égale à Lπ.

Dans ce travail, nous démontrons des résultats d’existence et de non-existence et fournissons des car-
actérisations et propriété qualitatives des solutions de ces problèmes d’optimal design.
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