
[Démonstration℄Quand la magie se sert des maths...Dévoilons maintenant les serets de e tour de magie grâe aux mathématiques. Soient X et Yles nombres hoisis par votre ami. Ils �gurent don respetivement sur les lignes 1 et 2. Le nombreinsrit sur la ligne n◦3 étant la somme des deux préédents, il s'agit de X +Y . De même, on trouvel'expression du nombre �gurant à la ligne n◦4 : (X + Y ) + Y = X +2Y . On omplète en suivant lemême proédé l'ensemble des 10 lignes e qui donne :
1) X

2) Y

3) X + Y

4) X + 2Y

5) 2X + 3Y

6) 3X + 5Y

7) 5X + 8Y

8) 8X + 13Y

9) 13X + 21Y

10) 21X + 34Y.On peut ensuite aluler la somme des 10 lignes : 55X + 88Y . On voit alors que
55X + 88Y = 11× 5X + 11× 8Y = 11(5X + 8Y ) ,e qui assure que la somme des 10 lignes est bien le produit du nombre insrit sur la ligne n◦7

(5X + 8Y ) par 11, quelles que soient les valeurs prises par X et Y .A�n de prouver la deuxième propriété sur laquelle repose le tour de magie, démontrons dans unpremier temps le fait suivant :Si A, B, C et D sont quatre réels positifs tels que C, D > 0 et A/C ≤ B/D, alors
A/C ≤ (A+B)/(C +D) ≤ B/D . (1)Montrons tout d'abord que A/C ≤ (A + B)/(C + D). Ce résultat provient de la déompositionsuivante :

(A+B)/(C +D) = (A/C)C/(C +D) +B/(C +D)

= (A/C)(1 −D/(C +D)) +B/(C +D)

= A/C + (BC −AD)/(C(C +D)) .Il su�t ensuite de remarquer que le terme (BC −AD)/(C(C +D)) est positif puisque A,B,C et Dsont positifs et que A/C ≤ B/D ⇒ BC −AD ≥ 0. L'inégalité (A+B)/(C +D) ≤ B/D se montrede manière très similaire en inversant les r�les de A (respetivement de C) et de B (respetivementde D).La propriété (1) que nous venons de démontrer permet de montrer que le quotient de la lignen◦10 par la ligne n◦9 peut être enadré de la manière suivante :
1, 615385 ≈ 21/13 ≤ (21X + 34Y )/(13X + 21Y ) ≤ 34/21 ≈ 1, 619048 .1



Et voilà don d'où provient la deuxième propriété que nous avons utilisée.Il est même possible d'aller un peu plus loin grâe aux mathématiques. Supposons que l'on ontinueà remplir notre feuille jusqu'à obtenir n lignes. On peut alors montrer que, lorsque n devient grand,le quotient de la ligne n par la ligne n-1 se rapprohe, quelles que soient les valeurs de X et de Y ,du nombre d'or : (1+√
5)/2 ≈ 1, 618034. Ce nombre est ainsi appelé en raison du grand nombre deproblèmes mathématiques dans lesquels il intervient (il est notamment une des raines du polyn�me

x2−x−1) ainsi que des nombreux autres domaines dans lequel on le retrouve : arhiteture, biologie,. . . (vous trouverez plus de détails sur internet à ette adresse).Vous onnaissez maintenant les serets de e tour de magie. À vous de jouer et d'épater vos amisen utilisant des astues mathématiques!
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