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Position du probleme

Etablir un principe de Grandes déviations précises pour des
fonctionnelles associées a un processus de Ornstein-Uhlenbeck
fractionnaire.

dX; = 6Xdt 4+ dw" (1)

avec
@ Xy =0,
9 0<0
@ (W) un MBF de paramétre 0 < H < 1.

Processus Gaussien, continu, centré vérifiant

B [wiw] = 2 (4 52 e sp2).
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Fonctionnelles d’intérét

Les fonctionnelles intéressantes sont :

@ Lénergie
T
St = / X2 dt.
0

@ Lestimateur par Maximum de Vraissemblance de 6

S [ XXy
9T == Ti.
Jo XZdt

o xa\,////’/
$ ﬁg\ 7
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Principe de Grandes Déviations

Définition
On dit gu’une famille de V.A.R. (Zt) satisfait un P.G.D. de bonne

fonction de taux | s'il existe une fonction | s.c.i. de R dans [0, <]
telle que, pour tout ¢ € R,

TIim %IogP(ZT >c)=-I(c), sic>E[Zr]

TIim %IogP(ZT <c)=-I(c) sic <E[Z7]

| est la transformée de Fenchel-Legendre de L la limite de la
log-Laplace de Z+.

o MATzy,. 5,
“ 2ouL0%”
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Le lemme principal

Lt (a,b) désigne la log-laplace de Zt(a, b).

Lemme

Le domaine de la limite £ de £t est
Ay = {(a,b) €R?/6>—2b>0and 62 —2b > max(a+9;76H(a+9))}

Pour (a, b) dans l'intérieur de Ay, on a la décomposition suivante :

1 1 1
L1(a,b) = L(a,b) + ?H(a, b) + ?ICT (a,b) + TRT (a,b)

cat) = Harore)  Han- oo (122),

p(b)=V62—2b et  7(ab)=qp(b) - (a+8), s,
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Le reste du lemme principal

(2¢(b) — 7(a, b))
2¢(b)

rr(b) = ru(p(0)T/2) exp(=T (b)) — 1

avec Iy est la fonction de Bessel de premiére espece modifiée quant
ary elle est définie pour tout z € C avec |argz| < 7 par

Kr(a,b) = —% log <1 4 rT(b)) .

mZ

r(z) )(IH(Z)Il_H(z)+I_H(z)IH_l(z)).

- sin(7H
Le reste est

(2¢(b) — 7(a,b))* 2T
2,b)(2¢(b) + 1 (b)(2¢(b) — 7(a D)) '

1
Rt(a,b) = ) log (1+ i

J2
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PGD pour (St/T)

Théoréme

La suite (St /T) satisfait un PGD de bonne fonction de taux

(26c +1)* . 1
ECr ) fo<c<——n

sc | U SC=Toy
I(c)=<¢ ch? 0 1

27 (1 — 52 Z(1 — i > =
2(1 5H)+2(1 oy) if ¢ > 205,

+o00 sinon.

dn est une constante nulle pour H = 1/2 et le LDP est exactement
celui établi par Bryc and Dembo.

o8 MATIg,
$ f 7,
“ Jono%”
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PGD pour (67)

Théoréme

La suite (§T) satisfait un PGD de bonne fonction de taux

Y
E0 o2
|(C): 4c 03
2c — if ¢c>—.
c—0 ifc 3

C’est le méme PGD que celui établi par Florens-Landais et Pham
pour H =1/2.

o xa\,////’/
$ ﬁg\ 7
) I
% ﬁ &
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PGDP pour (St/T), cas 1.

N
|

Théoréme

Pour —1/(20) < ¢ < —1/(206y), la suite (St /T) satisfait un PGDRP, il
existe une suite (bgk) telle que, pour tout p > 0 et T suffisamment
grand,

P H
e exp(—Tl(ac):J;:T): Kn(c)) {1+Z b +o(i)}

Pour 0 < c < —1/(26),

y
Ry sor) = SATOHO L [, S0 o 1))

ou J(c), Ky(c), ac et o sont des constantes.

AL
“ Tour0®
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PGDP pour (St/T), cas 2.

Pour ¢ > —1/(2604y) la suite (St /T) satisfait un PGDP, il existe une
suite (dgk) telle que, pour tout p > 0 et T suffisamment grand,

exp(—TI(c) + Pu(c) + Qu(c L 1
B(S > 1) = 2 (a:UH HT(W)T H()) {1+k2:; = +O(m)}

ou Py (c), Qu(c), ay et oy sont des constantes.

o xa\,////’/
$ ﬁg\ 7
) I
% ﬁ &
7o, o8
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PGDP pour (St /T), cas 3.

Pour c = —1/(266y) la suite (St /T) satisfait un PGDP, il existe une
suite (d}') telle que, pour tout p > 0 et T suffisamment grand,

2p H

exp(—TI(c) + Ky)r(1/4) Z dyg ( 1 )

> =
P(ST _CT) 27\'aHO'HT1/4 Tpﬁ

ou Ky, ay et oy sont des constantes.

o xa\,////’/
$ ﬁg\ 7
) I
% ﬁ &
7o, o8
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PGDP pour (67) cas 1.

Théoréme

Pour 6 < ¢ < 0/3, (1) satisfait un PDGP, il existe une suite (bgk)
telle que, pour tout p > 0 et T suffisamment grand,

H
BB > c) = exp(fTI(c)aJr J;c)TJr Kn(c)) {HXP: chLk +O(TT1+1):|
OcdcV £T k=1

Pour ¢ < 6,

P pH
s ST [ 28 oL
Ocdc ™ =1

ou J(c), Ky(c), ac et o sont des constantes.

o MATzy,. 5,
“ 2ouL0%”
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PGDP pour (67) cas 1.

Théoréme

Pour ¢ > 0/3 et c # 0, (1) satisfait un PDGP, il existe une suite (dgk)
telle que, pour tout p > 0 et T suffisamment grand,

H

Bl > ¢) = exp(—TI(c) + P(c))+/sin(wH) |:1+2p: af +(’)( 1 )}

otatV/2nT =1 e T

ou P(c), o° et a® sont des constantes.

o xa\,////’/
$ ﬁg\ 7
) I
% ﬁ &
7o, o8
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PGDP pour (67) cas 1.

Pour ¢ = 0, (f7) satisfait un PDGP, il existe une suite (d}) telle que,
pour tout p > 0 et T suffisamment grand,

. exp(—TI(c))~/sin(7H) NG 1
e Y = { I (ml)]

k=1

Théoréme

Pour ¢ = 6/3, (Ar) satisfait un PDGP, il existe une suite (d}') telle
que, pour toutp > 0 et T suffisamment grand,

R 0. exp(=TIEC)r (3) /= B 1
0r > =)= ——=——=%>y/sin(wH) [1+ +0
IP( 3) 471__[_1/461;;/409 (mH) = (\/f)k (Tp\/f)
ol ay et oy sont des constantes. $ 2

. a
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Quelques points de la démonstration

@ Transformation du probléeme pour contourner le calcul
stochastique relativement a (W) et se ramener a des
martingales Gaussiennes.

@ Construction du domaine Ay
@ Caractérisations des différents cas du PGD pour I'energie

@ Idée générale de la preuve du PGDP pour I'energie
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Martingales Gaussiennes associees

Considérons pour 0 < s < t,
W(t,S) _ ngs_H+l/2(t _ S)—H+1/2
Norros a montré que pourt > 0,
t
M, = / w(t,s)dw}.
0
est une martingale Gaussienne de variation quadratique
<M >= )\gltZ*ZH

On a alors en utilisant Kleptsyna et Le Breton

t t
Q) <= VY; :/ W(t,s)dxsza/ w(t,s)Xs ds + My,
0 0
t
<:>Yt:t9/ Qsd<M >¢ +M,
0

_ o g2H-1
avec Qi = > <t Yi +/o dYs ;E
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Martingales Gaussiennes associees

La fonction de score (dérivée de la fonction de log-vraissemblance)
est alors donnée par

T T
zT(e):/ QtdYt—Q/ QZd<M > .
0 0

L'énergie s’ecrit alors

T
St = / QZd<M >
0
et I'estimateur du maximum de vraissemblance de 6, par

~ Jo QudY,
br = 72— —.
fO Qt2d<M >t
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Construction de domaine Ay

Pour montrer un PGD pour St et 61 le bon outils est la log-laplace.
Ici, nous pouvons traiter les 2 cas en un seul en considérant

L1(a,b) = T I0g E [exp(Zs (a,b))]

ou pour tout (a,b) € R,

T T
ZT(a,b):a/ QtdYt+b/ Q2d<M>¢.
0 0

En effet, il est facile de voir que
P(St <cT) =P(Zr(0,a) < acT).

et que N
P(6r < c)=P(Zr(a,—ac) <0).

o8 MATHg,
$ ﬁg\ 7,
g IS
X ﬁ &
ToyroN
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Construction de domaine Ay

D’ou viennent les contraintes définissant Ay ?
Par Girsanov, on a

Lr(a, b)

.
%Iog]E{exp(a/o Qi dY: + bST)],
.
_ % log £, [exp ((@+ 0 - cp)/o QudYy + %(Zb — 0+ 75t )]
pour tout ¢ € R, ou E,, est I'espérance sous la nouvelle probabilité.
Si #? — 2b > 0, on peut choisir p = V62 —2b et = ¢ — (a+0) et
écrire

L1(a,b) = %Iog E, [exp(—T/OT Qt dYt)]

qui par 1td fOT Qi dY; = %(IHYT fOT tZ2H-1dy, — T) etona:

Lr(a,b) = % + % logE,, [exp(—%YT /O 2t dYt)]. ;E
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Construction de domaine Ay

Sous Py, le couple (Y, fOT t?"-1dY,) est Gaussien centré de matrice
de covariance 't (¢). Dans ce cas, on montre que

T 1
L1(a,b) = 5~ o7 log det(M+(a, b)).
ou

TIH

Mr(a.b) =1+ = T7/*()Iry(¢)

10 0 1
I—(01> and J_<1O>'

si cette matrice est semi définie positive.

avec

o8 ATl
$ ﬁg\ 7
g g
% ﬁ =
ToyroN
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Caractérisation des cas pour I'énergie

Dans la suite de I'exposé nous travaillerons avec I'énergie.
Z1 (a) = ZT(O, a)
Dans ce cas, nous avons,

2
Ay =] — oo ap] avec ay = 92 (1-63)

La condition suffisante pour montrer un PGD (Théoréme de
Gartner-Ellis) : L steep (dérivée infinie au bord du domaine) n'est pas
satisfaite ici. En effet

1 1
L(a) = ————  donc ['(ay) =-—
@ 2V02 — 2a @) = =255,
On rappelle que
I(c) =supV¥(a,c) avec V(a,c) =ca— L(a). ‘F
aceR £ ﬁ-J;
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Caractérisation des cas pour I'énergie

4p%c? -1

8c2
Le sup est atteint ssia; € Ay c'estadire ssi0 < ¢ < —1/(264y),
c’est le cas facile.
Sinon, le sup n'est pas atteint dans le domaine et c’est plus
compliqué.

V'(a,c)=0<=a=a; =

. oL
V(ae,c)if 0<c < 205,

I(c) = if o> -t
V(ay,c)if c > 205,

lim W(a,c) sinon.

a— —o0 % MATI

$ f A

2 & 3
K ToyLov -
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Dans le cas facile, a. € Ay. Lidée de la preuve est de couper
P(St > cT) = ArBy avec

Ar = exp(T(Lr(ac) — cac)),
Br = Et |:exp(—ac(ST - CT))]ISTZCT:| ’
ou Er est I'espérance sous la nouvelle probabilité définie par :

dPr

v exp (aCST — TLy (ac)).

Pour Ar, on a facilement via le développement de Ly (ac),

p
k=1

o xa\,////’/
$ ﬁg\ 7
) I
% ﬁ &
7o, o8
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Pour Bt, on écrit

Br = Et {exp(—acUcﬁUT)ﬂUTzo}
avec
St —cT

Ur = .
T VT

et on montre que :

La distribution de Ut sous Pt converge,vers une distribution A/(0,1) .
De pluson a:

Br =

Sl

AT
ﬁg\ 7,
) 5
% ﬁ &
TouroN
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Idée de la preuve du Lemme :
On considére ¢+ la fonction caractéristique de Ut sous Pr.

@ Convergence en loi : développement de ¢+.

@ Développement de Bt : par la formule de Parseval, on montre
que By s’écrit

B = 27racoc\/_/< acoc\/_>_l¢T(u)du'

On choisit st et on coupe Bt = Ct + Dt avec

. -1
1 iu
cr - — 1 <1+7) o1 (u)du,
T Zﬂacgcﬁ |U‘SST ach\/-T T( )
1 iu -t
Dy - — % _ <1+7) o1 (u)du.
27TE\cUc\/? lu|>st acUc\/-?

On montre que Dt ne contribue pas et pour Ct c’est du calcul. 3-4

o
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Dans les cas difficile, ac ¢ Ay.

Lidée de la preuve est de montrer I'existence d'une famille a; € Ay
telle que ar — ay de plus on montre gu'il existe une suite (ax) telle
que, pour tout p > 0 et T suffisamment grand,

P ak 1
ar =3 1 +0(5m1)-
k=0
Ensuite on coupe P(St > cT) = At Bt avec
Ar = exp(TLy(ar)—cTar),
Br = Et {exp(—aT (ST — CT))]'ISTZCT]'
ou Er est I'espérance sous la nouvelle probabilité définie par :
dp
—T1 - exp(aT St —TLt (aT)).
dP D3
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Pour Ar, on a facilement via le développement de Lt (ar),

4
Ar =exp(~TI(c) +Ru(c))dn/2e6T sin(xH)(L + 26c54) [HZ % +0 (Tp—lﬂ)}
k=1

Pour Bt, on écrit

St —cT
Br =Er [exp(_aTTUT)lIUTZO} avec  Ur = %

et on montre que :

La distribution de Ut sous Pt converge,vers une distribution
vyN? — 4 ol N suit une distribution A/(0,1). De plus on a:

ATy
‘F\ %

WO
Touod

27/30

Nicolas SAVY Journées MAS 2010



Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

La fonction caractéristique de la loi limite est :

_ exp(—iynu)
W= T

Le lemme se démontre en utilisant le résultat suivant :

Lemme

fap la densité d’une loi G(a, b) a,b > 0. Pour tout k, ¢ > 0, tout o2, v, v
réels positifs, on pose

2K ; Z
210 (2k+£)

vk(a, b, £) = W ab (1)

Alors pour tout entierp >0et/ > 0,0na

. o?u? u’ ® vi(a, b 0) 1
/Rex'o <_'7“_ 2T ) 1 _2imu) Z +0(51)

with b = v/(2v).

>
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Enfin dans le cas d'égalité, nous sommes toujours dans le cas
difficile, ac ¢ An.
Lidée est identique mais le développement des at est :

. 2P ak 1
ar —kz:(:)(ﬁ)k +O(Tpﬁ)

Ensuite on coupe P(St > ¢T) = Ar By de la méme maniére, cela
nous conduit au développement :

2p
_ _ _ 1/4 in(o Xk 1
Ar =exp(—TI(c))(—66neT )™ " /25y sin( H){lJrkz:1 VT) +O(Tpﬁ):|

Pour ce qui est de Br, il faut I'écrire :

Br = Et [exp(—aT \/-?UT)]-IUTZO:|

U, _ St —cT ‘F
T=——="". ’/,, ﬁ" g
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Idée de la preuve du PGDP pour I'énergie

Lemme

La distribution de Ut sous Pt converge vers la distribution de
onNp + VH(N22 —1) ou N; et N, sont deux variables indépendantes de

loi N(0,1). .,
o exp(—inHu _4 20H>
W=
De pluson a:

2p
Br = Z (\/B-Tlf)k +O(Tpi/1_‘)

o8 MATIg,
$ f 7,
“ Jono%”
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