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Cadre de travail

(Ω,F , (Ft),P) un espace de probabilité filtré, (Wt) un
(Ft)-mouvement Brownien.

(St) une dynamique de prix telle que Xt = log(St) est une
semimartingale sous la forme :

Xt = x +

∫ t

0
asds +

∫ t

0
σsdWs ∀t ≥ 0,

où (at)t≥0 et (σt)t≥0 sont des processus càdlàg, (at), (σt) et
(Xt) (Ft)-adaptés.

Sur [0,T ], Xt observé en i∆n, i = 0, 1, . . . , [ T
∆n

] où (∆n) tend
vers 0.

Objectif : Estimer la volatilité instantanée (non observée sur
le marché) : σt (Obtension de TCLs pour obtenir des
intervalles de confiance pour σt).
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Power-Variations

∆X i
n = Xi∆n

− X(i−1)∆n
. On notera B̂(p,∆n) le processus des

variations d’ordre p associé aux observations du processus :

B̂(p,∆n)t =

[t/∆n]
∑

i=1

|∆n
i X |p , t ∈ [0,T ].

Lorsque p = 2, on sait que

B̂(p,∆n)t
n→+∞−−−−→ 〈X ,X 〉t =

∫ t

0
σ2
s ds u.c .p.

Plus généralement,

∆
1− p

2
n B̂(p,∆n)t

n→+∞−−−−→ mp

∫ t

0
σp
s ds u.c .p.

où mp = E[|U1|p] où U ∼ N (0, 1).
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Convergence stable

Définition : Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et G une
sous-tribu de F . Une suite de variables aléatoires (Yn) définie
sur (Ω,F ,P) et à valeurs dans E converge G-stablement s’il
existe une variable aléatoire Y définie sur une extension
(Ω̃, F̃ , P̃) de l’espace initial telle que ∀ Z G-mesurable, ∀ f

continue bornée sur E ,

E[Zf (Yn)] =⇒ Ẽ[Zf (Y )].

Conséquences : (Z ,Yn) =⇒ (Z ,Y ). En particulier, si
P(Z = 0) = 0,

Yn

Z
=⇒ Y

Z
.

−− > Résultat intéréssant dans un TCL où la variance limite
est une v.a. G-mesurable.
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TCL vers la volatilité intégrée

Hypothèses (non précises) : p ≥ 2, (σs) semimartingale
strictement positive λ(ds)-ps sans sauts prévisibles.

Théorème (Jacod, 2008) :

1√
∆n

(

∆
1− p

2
n B̂(p,∆n)t −mp

∫ t

0
|σs |pds

) F−stably
=⇒ Yt(p).

pour la topologie de la convergence uniforme sur [0,T ]. De
plus, pour tout t ∈ [0,T ],

L(Yt(p)/Ft) = N (0, (m2p − (mp)
2)

∫ t

0
|σs |2pds).
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Estimateur de la vol. instantanée

On note (hn) une suite décroissante de nombres strictement
positifs telle que hn → 0. Pour tout t ∈ [0,T − h1], on note
Σ(p,∆n, hn)t la variable aléatoire définie par:

Σ(p,∆n, hn)t : =
∆

1− p

2
n

(

B̂(p,∆n)t+hn − B̂(p,∆n)t
)

mphn
.

=
∆

1− p

2
n

∑[(t+hn)/∆n]
[t/∆n]+1 |∆n

i X |p

mphn
.

Objectif : Montrer que (Σ(p,∆n, hn)t)n≥1 est un estimateur
convergent de |σt |p et déterminer la vitesse de convergence
optimale en fonction du choix de hn.
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Hypothèses (précises) sur σ

(H1
q) : q ∈ [1, 2]. σ est une semimartingale strict. positive telle que

σt = |Yt | où (Yt) est de la forme:

dYs = bsds + η1(s)dWs + η2(s)dW
2
s

+

∫

R

y1|y |≤1(µ(ds, dy)− ν(ds, dy)) +

∫

R

y1|y |>1µ(ds, dy),

W 2 (Ft)-mouvement Brownien indépendant de W .

b, η1, η2 et partie sauts càdlàg Ft -adaptés.

µ : mesure des sauts définie sur R+ ×R avec compensateur
prévisible ν tel que: ν(dt, dy) = dtFt(dy) et
(
∫

(1 ∧ |y |q)Ft(dy))t≥0 est un processus prévisible localement
borné. (σt) est alors quasi-continu à gauche et la composante
de sauts à q-variations localement bornées.
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Hypothèses (suite)

(H2
q) : For every T > 0,

lim
ε→0

sup
t∈[0,T ]

∫

{|y |≤ε}
|y |qFt(dy) = 0 a.s.

Exemple : Si la partie sauts est de la forme
∫ t

0 κ(Xs−)dZs où
κ est localement bornée et (Zt) est un processus de Lévy de
mesure de Lévy π telle que

∫

(|y |q ∧ 1)π(dy) < +∞ (toujours
vrai avec q = 2), alors (H1

q) et (H
2
q) sont satisfaites.

Dans ce cas, Ft(dz) est définie par

∫

f (z)Ft(dz) =

∫

f (κ(Xt−)y)π(dy)

pour tout f à support dans {x , |x | ≥ ε}.
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Résultats

Théorème (Cas général) (H1
2) et (H

2
2) satisfaites, ∆n = o(hn).

Alors, pour p = 2 et p ≥ 3,
(i) Si hn/

√
∆n → 0,

√

hn

∆n

(Σ(p,∆n, hn)t − σp
t )

F−stably−−−−−−→
n→+∞

√

m2p −m2
p

m2
p

σp
t U,

où conditionnellement à F , U est une variable aléatoire
Gaussienne centrée réduite.
(ii) Si

√
∆n/hn → β ∈ R+,

1√
hn

(Σ(p,∆n, hn)t − σp
t )

F−stably−−−−−−→
n→+∞

φ(β, σ, η1, η2) U,
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Conséquences

∆n = 1/n, hn = n−ρ. Alors,

Vitesse en

{

n
1−ρ

2 si ρ ∈ [1/2, 1)

n
ρ

2 si ρ ∈ (0, 1/2)

Vitesse optimale en n−
1
4 pour ρ = 1/2.

Cas (i) : (seul) cas intéressant statistiquement car la
convergence stable implique que

√

hn

∆n

(
Σ(p,∆n, hn)t

σp
t

− 1)
F−stably−−−−−−→
n→+∞

√

m2p −m2
p

m2
p

U,

On peut donc construire des intervalles de confiance.
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Introduction et Rappels
Hypothèses et Résultats

Idée de la preuve
Simulations

Intervalle de confiance asymptotiques

Prenons α = 5%. L’intervalle de confiance (asymptotique)
pour σp

t est alors de la forme





mp
√
rn Σ(p,∆n, hn)t

mp
√
rn + 1.96

√

m2p −m2
p

,
mp

√
rn Σ(p,∆n, hn)t

mp
√
rn − 1.96

√

m2p −m2
p



 .

On en déduit alors un intervalle pour σt dont la longueur est
de l’ordre de

√

∆n

hn

√

m2p −m2
p

pmp

.

A n, ∆n, hn fixés, cette longueur est minimale pour . . . p = 2.
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Cas σ processus de saut pur

Théorème η1 = η2 = 0. (H1
q) et (H

q
2) satisfaites avec

q ∈ [1, 2], ∆n = o(hn). Alors, pour p = 2 et p ≥ 3,

(i) Si q ∈ (1, 2], si lim supn→+∞ h
1/2+1/q
n /

√
∆n < +∞,

√

hn

∆n

(Σ(p,∆n, hn)t − σp
t )

F−stably−−−−−−→
n→+∞

√

m2p −m2
p

m2
p

σp
t U,

où conditionnellement à F , U est une variable aléatoire
Gaussienne centrée réduite.
(ii) q = 1 et limn→+∞ h3n/∆n = β ∈ R+.

√

hn

∆n

(Σ(p,∆n, hn)t −σp
t )

F−stably−−−−−−→
n→+∞

√

m2p −m2
p

m2
p

σp
t U +βθt ,

où θt s’écrit à l’aide de b et de la mesure Ft .
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Ordre de la vitesse

∆n = 1/n, hn = n−ρ. Comme dans le cas général, la vitesse
de convergence est toujours en

n
1−ρ

2

tant que

ρ ≥ 1

1 + 2
q

.

d’où vitesse optimale en n
− 1

q+2 .

Lorsque q = 1, Vitesse optimale de l’ordre de n−
1
3 .
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Idée de la preuve

Etape 1 : Localisation.

On peut remplacer (H1
q) par :

(SH)q a,b, η1, η2 et
∫ .
0

∫

(|y |q ∧ 1)Fs(dy)ds sont bornés et il existe
M > 0 tel que Fs([−M,M]c ) = 0 p.s. ∀s ≥ 0.

Arguments : 1. pour un processus localement borné (zt), il
existe par définition une suite croissante de temps d’arrêt (Tn)
telle que Tn → +∞ p.s. (zt) est borné sur [0,Tn] pour tout n.
2.

∫

|y |≥1 Ft(dy) localement borné =⇒ nombre p.s. fini de
“grands” sauts sur un intervalle borné ce qui implique qu’on
peut également supposer les sauts bornés en localisant : il
existe une suite de temps d’arrêt (T̃n) telle que T̃n → +∞
p.s. et telle que σ a des sauts bornés sur [0, T̃n].
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Etape 2 : Décomposition de l’erreur

On décompose dans un premier temps l’erreur en deux parties:

Σ(p,∆n, hn)t − σp
t =

Z
(n,p)
t+hn

− Z
(n,p)
t

mphn
+

( 1

rn

[ t+hn
∆n

]
∑

i=[ t
∆n

]+1

σp
i∆n

− σp
t

)

= E1(n, t) + E2(n, t),

où rn = hn/∆n et

Z
(n,p)
t := ∆

1− p

2
n B̂(p,∆n)t −mp

[t/∆n]
∑

i=1

∆nσ
p
i∆n

.
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Etude de E1(n, t)

E1(n, t) =
[ t+hn

∆n
]

∑

i=[ t
∆n

]+1

∆
p

2
−1

n |∆X i
n|p −mpσ

p

(i−1)∆n
.

On extrait la partie martingale. Si le terme de drift at = 0,
alors

E[|∆X i
n|p/F(i−1)∆n

] ≈ σp

(i−1)∆n
E[|∆W i

n|p/F(i−1)∆n
]

= ∆
p

2
−1

n mpσ
p

(i−1)∆n
.

Sinon, on doit s’y ramener :

|∆X i
n|p−mp∆

1− p

2
n ∆

1− p

2
n σp

(i−1)∆n
= |∆X i

n|p − σp

(i−1)∆n
|∆W i

n|p

+ σp

(i−1)∆n

(

|∆W i
n|p − E[|∆W i

n|p/F(i−1)∆n
]
)

.
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E2(n, t)

Dans les cas où hn est “petit”, le contrôle suivant est suffisant
:

E[|σp
t+s−σp

t |] =
{

O(
√
s) dans le cas général

= O(s
1
q ) dans le cas particulier η1 = η2 = 0

ce qui implique

√

∆n

hn
E[| 1

rn

[ t+hn
∆n

]
∑

i=[ t
∆n

]+1

σp
i∆n

−σp
t |] =







O( hn√
∆n

) cas général

= O(h
1
2 +

1
q

n√
∆n

) η1 = η2 = 0

Dans le cas hn grand, il faut extraire la partie martingales
principale.
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Introduction et Rappels
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TCLs pour martingales

Rappel : Pour tout n ≥ 1, soit {F̄n,i , i ∈ 0 . . . kn} une
filtration et {ξni , i ∈ {1, . . . , kn}} une suite d’accroissements
de martingales (F̄n,i )i -adaptés. Alors, si

kn
∑

i=1

E[(ξni )
2/F̄n,i−1]

P−→ η(ω) lorsque n → +∞, (1)

(2) Condition de type Lindeberg : Pour tout ε > 0,

kn
∑

i=1

E[(ξni )
21|ξn

i
|2≥ε/F̄n,i−1]

P−→ 0 lorsque n → +∞,

(3) Fn,i ⊂ Fn+1,i pour tout i ∈ {0, . . . , kn},
Sn =

∑kn
i=1 ξ

n
i converge F-stablement vers une v.a. S telle

que L(S/F) = N (0, η).
Problème : ici, la condition (iii) n’est pas satisfaite.
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TCLs pour martingales(suite)

Cependant, dans notre cas, η est Ft-mesurable ce qui permet
d’obtenir la convergence Ft -stable vers une v.a. S telle que
L(S/Ft) = N (0, η) (cf Eagleson).

Pour obtenir ensuite la convergence F-stable, on utilise que
pour toute v.a. Z bornée,

E[Zf (Sn)]−E[E[Z/Ft ]f (Sn)] = |E[(E[Z/Ft+hn ]− E[Z/Ft ]) f (Sn)]|
tend vers 0 par le théorème de convergence pour les
martingales inverses.

Ainsi,

E[Zf (Sn)] →
∫

E[E[Z/Ft ]f (
√
ηu)]

1√
2π

e−
u2

2 du = E
′[Zf (S ′)].

où S ′ est une v.a. définie sur un espace Ω′ telle que
L(S/F) = N (0, η).
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Simulations

Modèle (Papanicolaou et Fouque)
{

dXt = (r − 1
2σ

2
t )dt + σ(t)dW 1

t

dvt = a(m − vt)dt + β(ρdW 1
t +

√

1− ρ2dW 2
t ),
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Figure: n = 1000, hn = n−1/2
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Figure: n = 10000, hn = n−1/2
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