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Introduction et Rappels

Cadre de travail

o (Q,F,(Ft),P) un espace de probabilité filtré, (W;) un
(F:)-mouvement Brownien.

@ (S;) une dynamique de prix telle que X; = log(S;) est une
semimartingale sous la forme :

t t
Xe =x—+ / asds —I—/ osdWs Vit >0,
0 0

ou (at)e>0 et (o+)e>0 sont des processus cadlag, (at), (o¢) et
(X¢) (Ft)-adaptés.

@ Sur [0, T], X; observé en iA,, i =0,1,.. [A ] ot (A,) tend
vers 0.

@ Objectif : Estimer la volatilité instantanée (non observée sur
le marché) : o, (Obtension de TCLs pour obtenir des
intervalles de confiance pour o).
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Introduction et Rappels

Power-Variations

o AX! = Xip, — X(i—1)a,- On notera B(p, A,) le processus des
variations d’ordre p associé aux observations du processus :

A [t/An]
B(p, An)if = Z |A7X‘p7 te [07 T]
i=1

@ Lorsque p = 2, on sait que
B(p, An)e T2 (X, X)y = /Otaﬁds u.c.p.
@ Plus généralement,
-4

t
Aj B(p,An)tMmp/ oPds u.c.p.
0

ot mp =E[|U1]P] ot U ~ N(0,1).
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Introduction et Rappels

Convergence stable

@ Définition : Soit (€2, F,[P) un espace de probabilité et G une
sous-tribu de F. Une suite de variables aléatoires (Y),) définie
sur (2, F,P) et a valeurs dans E converge G-stablement s'il
existe une variable aléatoire Y définie sur une extension
(§~2,.7:“, IF’) de I'espace initial telle que V Z G-mesurable, V f
continue bornée sur E,

E[Zf(Y,)] = E[Zf(Y)].

@ Conséquences : (Z,Y,) = (Z,Y). En particulier, si
P(Z=0) =0,
Y, Y
zZ Z
—— > Résultat intéréssant dans un TCL ol la variance limite
est une v.a. G-mesurable.
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Introduction et Rappels

TCL vers la volatilité intégrée

@ Hypothéses (non précises) : p > 2, (0s) semimartingale
strictement positive A(ds)-ps sans sauts prévisibles.

@ Théoreme (Jacod, 2008) :

JF—stably
—

1 1—2 A t
(A,, ZB(p,An)t—mp/ |0 |Pds Yi(p).
0

VA,

pour la topologie de la convergence uniforme sur [0, T]. De
plus, pour tout t € [0, T],

L(Y(P)/ ) = N0,z — (m,)?) [ loaPPds).
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Hypothéses et Résultats

Estimateur de la vol. instantanée

@ On note (h,) une suite décroissante de nombres strictement
positifs telle que h, — 0. Pour tout t € [0, T — hy], on note
Y (p, Ap, hy): la variable aléatoire définie par:

1-2 A R
An 2 B 7AI1 —_ B 7An
Y(p,An, hp)e 1 = ( (p ,371:4}7}1" (p )t) '
phn
-5 he)/ D] | A
_ A Z{gjzn]?i{l Narxpe
= —h .

@ Objectif : Montrer que (X(p, Ap, hp)t)n>1 €st un estimateur
convergent de |o¢|P et déterminer la vitesse de convergence
optimale en fonction du choix de h,,.
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Hypothéses et Résultats

Hypotheses (précises) sur o

(Hé) : g € [1,2]. o est une semimartingale strict. positive telle que
ot = | Ye| ou (Yy) est de la forme:

dYs = bsds + 11 (s)dWs + 10(s)dW?

+ /R YLy <1 (u(ds, dy) — v(ds, dy)) + /R YLy s i(ds, dy),

@ W? (F;)-mouvement Brownien indépendant de W.

@ b, n1,m2 et partie sauts cadlag F;-adaptés.

® 1 : mesure des sauts définie sur Ry x R avec compensateur
prévisible v tel que: v(dt, dy) = dtF(dy) et
(J(1 A |y|7)Fe(dy))e>0 est un processus prévisible localement
borné. (o;) est alors quasi-continu a gauche et la composante
de sauts a g-variations localement bornées.
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Hypothéses et Résultats

Hypotheses (suite)

(Hg) . For every T >0,

lim sup / ly|9F:(dy) =0 a.s.
e=0tef0, 7] /{|y|<e}

@ Exemple : Si la partie sauts est de la forme fo k(Xs-)dZs ol
K est localement bornée et (Z;) est un processus de Lévy de
mesure de Lévy  telle que [(]y|9 A 1)m(dy) < +oo (toujours
vrai avec g = 2), alors (Hl) et (Hz) sont satisfaites.

Dans ce cas, F:(dz) est deflnle par

[ @Ftan) = [ X win(an)

pour tout f a support dans {x,|x| > ¢}.
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Hypothéses et Résultats

Résultats

@ Théoreme (Cas général) (H3) et (H3) satisfaites, A, = o(h,).
Alors, pour p=2et p > 3,
(i) Si hp// A, — 0,

hn F —stably myp — m?
—(X(p,Ap, hp): — of P
An( (p7 n» n)t t) 00 m[z)

ot U,

ou conditionnellement & F, U est une variable aléatoire
Gaussienne centrée réduite.

(it) Si v/A,/hy — B € Ry,

1
Vh,

JF —stabl
(Z(p7 Ana hn)t - O-f) % ¢(1670-7 7717772) U7

—+o00
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Hypothéses et Résultats

Conséquences

@ A,=1/n, hy=n"". Alors,

1—p
2

i 1/2,1
Vitesse en ng sipell/21)
n2

sipe(0,1/2)

Vitesse optimale en n~i pour p = 1/2.

@ Cas (i) : (seul) cas intéressant statistiquement car la
convergence stable implique que

E(Z(Pa Ap, hp)t ~1) JF —stably mzp — m2
A, a-f n—4o00 m?

On peut donc construire des intervalles de confiance.
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Hypothéses et Résultats

Intervalle de confiance asymptotiques

@ Prenons oo = 5%. L'intervalle de confiance (asymptotique)
pour o¥ est alors de la forme

mp\/ﬁz(pa Ana hn)t mp\/ﬁz(pa Anv hn)t

Mp/T +1.96, /mop — m2 " my/Fa — 1.96, /ma, — m2

@ On en déduit alors un intervalle pour o; dont la longueur est
de I'ordre de
2
[A,\ M2 — Mp
hn pm,

A n, A,, h, fixés, cette longueur est minimale pour ... p = 2.
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Hypothéses et Résultats

Cas o processus de saut pur

o Théoreme np =12 = 0. (Hg) et (H3) satisfaites avec
g €[1,2], A, = o(h,). Alors, pour p=2et p >3,
(i) Si g € (1,2], si limsup,_, | h},/2+1/q/\/A,, < 400,

hn
A_n(z(pa Ana hn)t — 0 s +00 mg

2

F—stably myp — M
p P _p
t) Ut U7

ou conditionnellement & F, U est une variable aléatoire
Gaussienne centrée réduite.

(i) g=1letlim,,i0oh3/Ap =B ER,Y.

hn

_n _ P
An(z(paAnahn)t Ut) oo m‘%

2
F—stably moyp — M
pO'f U—I—ﬂ@t,

ou 0 s’écrit a I'aide de b et de la mesure F;.

Fabien Panloup Estimation de la volatilité instantanée



Hypothéses et Résultats

Ordre de la vitesse

@ A,=1/n, h, =n"P. Comme dans le cas général, la vitesse

de convergence est toujours en

tant que
o1
P=1F

QN

d’'ou vitesse optimale en n™ a+2.
. . , _1
Lorsque g = 1, Vitesse optimale de |'ordre de n™3.
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Idée de la preuve

Idée de la preuve

Etape 1 : Localisation.
@ On peut remplacer (H}‘) par :

(SH)q a.b, m1, m2 et [ [(ly|9 A 1)Fs(dy)ds sont bornés et il existe

M > 0 tel que Fs([-M, M]¢) =0 p.s. ¥s > 0.
@ Arguments : 1. pour un processus localement borné (z;), il

existe par définition une suite croissante de temps d'arrét (T),)
telle que T, — +00 p.s. (z;) est borné sur [0, T,,] pour tout n.
2. flylzl F¢(dy) localement borné = nombre p.s. fini de
“grands” sauts sur un intervalle borné ce qui implique qu'on
peut également supposer les sauts bornés en localisant : il
existe une suite de temps d’arrét (7',,) telle que T,, — +00
p.s. et telle que o a des sauts bornés sur [0, T,].
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Idée de la preuve

Etape 2 : Décomposition de I'erreur

@ On décompose dans un premier temps |'erreur en deux parties:

(np) _ (np) [,
z."r —z" 1
_ P _ t+h _
Z(pa An, hn)t Ot mphn ( Z U Ut)
A+l
= 51(n, t) + 52(!7, t),
ou r, = h,/A, et
b [t/An]
Z{") = Ny 2B(p, An)e —mp Y Dpola
i=1
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Idée de la preuve

Etude de &(n, t)

[“Ae]

Ap

P_1q .

&(nt)y= Y AZ |AXA P = mpo( -
i=[5-1+1

@ On extrait la partie martingale. Si le terme de drift a; = 0,

alors
E[|AX|P/ Fi-1a, & 0 _yya,

L1
— 2 p
= Aj Mp0 i1y,

E[AW,IP/Fi-1)a,]

Sinon, on doit s’y ramener :
i -4 \1-5 i i
‘AXn|p_mPA” ZA” 2O-é)i—l)A,, = |AXn|p - UFI—I)AH‘AWnV)
+ 06‘—1)A" (AW, P = E[[AW, P/ Fi-1)a,])-
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Idée de la preuve

@ Dans les cas ou h, est “petit”, le contrdle suivant est suffisant

O(+/s) dans le cas général

E[lof,—of|] = L
[lotis—otl] = O(s9) dans le cas particulier n; =1, =0

ce qui implique

A1 &) O(\/h&—n) cas général
h_EH_ Z ,A,,_Ut |] = h%*%
" ",[A]+1 =0(Tx) m=m=0

@ Dans le cas h, grand, il faut extraire la partie martingales
principale.
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Idée de la preuve

TCLs pour martingales

@ Rappel : Pour tout n > 1, soit {]-_',,7,-, i€0...kn} une
filtration et {¢,i € {1,..., k,}} une suite d’accroissements
de martingales (F, ;)i-adaptés. Alors, si

kn
STE[(ER)? ) Frio1] > n(w)  lorsque n — oo, (1)

i=1
(2) Condition de type Lindeberg : Pour tout € > 0,
kn
> B[N Verpse/ Fai-al L0 lorsque n — oo,
i=1

(3) Fni C Fny1,i pour tout i € {0,...,kn},
Sn= fogl & converge F-stablement vers une v.a. S telle
que L(S/F) = N(0,n).

@ Probleme : ici, la condition (iii) n'est pas satisfaite.
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Idée de la preuve

TCLs pour martingales(suite)

@ Cependant, dans notre cas, 7 est Fy-mesurable ce qui permet
d'obtenir la convergence F;-stable vers une v.a. S telle que
L(S/F:) = N(0,n) (cf Eagleson).

@ Pour obtenir ensuite la convergence F-stable, on utilise que
pour toute v.a. Z bornée,

E[Zf (Sn)|-E[E[Z/ Filf(Sn)] = [E(E[Z/ Frin,] — E[Z/Fi]) F(Sn)l

tend vers 0 par le théoréme de convergence pour les
martingales inverses.
@ Ainsi,

E[ZF(S,)] — / E[E[Z ) Fi]f(Viu)] \/lz_we—“f du = E[ZF(S)].

ou S’ est une v.a. définie sur un espace Q' telle que

L(S/F) = N(0,n).
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Simulations

Simulations

Modele (Papanicolaou et Fouque)
dX; = (r — Lo?)dt + o(t)dW}
dvy = a(m — v¢)dt + B(pdW} + /1 — p2dW?),

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figure: n= 1000, h, = n—1/2 Figure: n = 10000, h, = n—1/2
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