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Les questions que l’on se pose

I Qu’est-ce qu’une petite population ?
I Quels sont les phénomènes caractéristiques d’une petite

population ?
I À partir de quelle taille de population ces phénomènes sont-ils

négligeables ?
I Quelles sont les différences entre reproduction sexuée et

asexuée ?
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Le vortex d’extinction

Population de petite taille
⇒ Les allèles délétères se fixent fréquemment.
⇒ La fitness de la population baisse.
⇒ La taille de la population diminue.
⇒ L’accumulation de mutations délétères accélère la mort de la
population.
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La population

I Population diploïde
I 1 gène
I 2 allèles, notés A et a.

⇒ 3 types : AA, Aa, et aa.
On appellera dorénavant ces types 1, 2, 3.
Population au temps t :

νt := (kt ,mt , nt)

Nt := kt + mt + nt est la taille de la population au temps t,
Xt := mt+2nt

2(kt+mt+nt) est la proportion d’allèles a au temps t
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Le modèle

Le processus ν est un processus de naissance et mort à 3 types.

(k,m, n) (k − 1,m, n)(k + 1,m, n)

(k,m − 1, n)(k,m + 1, n)

(k,m, n − 1)(k,m, n + 1)

1
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Les morts

I Mort naturelle : Chaque individu de type i meurt de façon
naturelle au taux di ,

I Mort par compétition : Chaque individu de type i fait mourir
par compétition chaque individu de type j au taux cij .

d (1)(νt) = d1 + c11(kt − 1) + c21mt + c31nt .
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La ségrégation

I Le brassage génétique :

Aa×Aa

AA

Aa

aa

probabilité 1

4probabilité 1

2probabilité 1

4

1

I Les types des individus impliqués influencent la capacité de
reproduction.
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Rencontre et naissance

I Une rencontre a lieu dans la population au temps t au taux
bNt tant que Nt > 1.

I Chaque couple d’individu est équiprobable.
I La rencontre donne lieu a une naissance avec une probabilité

pij qui dépend des deux types mis en jeu.
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Les taux de naissance

Alors on peut déterminer le taux auquel un individu de type 1 naît
dans la population dans l’état (k,m, n) = ν :

b1(ν) = bN × 1
N(N−1)

2

(
p11

k(k − 1)
2

+
p12
2

km +
p22
4

m(m − 1)
2

)

= b11
k(k − 1)
N − 1

+ b12
km

N − 1
+ b22

m(m − 1)
4(N − 1)

.

(bij = bpij)
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Ce qui nous intéresse

Calcul de la probabilité de fixation d’une mutation délétère lorsque
la population part de l’état (k , 1, 0).
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Hypothèses

I a allèle mutant
I On suppose que la mutation est petite et qu’elle n’agit que sur

les taux de mort naturelle des individus :

d1 = d , d2 = d − δ, d3 = d − δ′,

bij = b, cij = c ∀i , j
On veut calculer la probabilité pour que l’allèle mutant se fixe,
lorsque δ et δ′ sont très proches de zéro.

I On suppose que l’un des allèles se fixe avant l’extinction de la
population : pas de morts possibles dans les états (1, 1, 0),
(0, 1, 1), (1, 0, 1), ou (0, 2, 0).
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uδ,δ′
k,m,n := probabilité que ce soit le mutant (a) qui se fixe sachant

que la population part de l’état (k ,m, n).

I Cas neutre : (Xt)t =
(
mt+2nt
2Nt

)
t
martingale, donc

u0,0k,m,n =
2n + m

2(k + m + n)
.

I Déviation du cas neutre (petite mutation) : (δ, δ′) proche de
(0, 0).

uδ,δ′
k,m,n =

2n + m
2(k + m + n)

+ δvk,m,n + δ′v ′k,m,n + o(|δ|+ |δ′|).
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Développement limité de u par rapport à δ

I uδ,δ′
k,m,n = 2n+m

2(k+m+n) + δvk,m,n + δ′v ′k,m,n + o(|δ|+ |δ′|).
I Justification du développement limité :

uδ,δ′
k,m,n =

∑

n′∈N∗

∑

(i1,..il )∈C(k,m,n)→(0,0,n′)

πδ,δ′
i1i2 ...πδ,δ′

il−1il
.

I vk,m,n < C (k + m + n), et v ′k,m,n < C ′(k + m + n)

On prend δ′ = 0 :
uδ
k,m,n := uδ,0

k,m,n
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Equation de Kolmogorov forward et Propriété de Markov

uδ
k,m,n = p(k,m,n)→(k+1,m,n)u

δ
k+1,m,n

+ p(k,m,n)→(k,m+1,n)u
δ
k,m+1,n

+ p(k,m,n)→(k,m,n+1)u
δ
k,m,n+1

+ p(k,m,n)→(k−1,m,n)u
δ
k−1,m,n

+ p(k,m,n)→(k,m−1,n)uδ
k,m−1,n

+ p(k,m,n)→(k,m,n−1)uδ
k,m,n−1, soit

Lδuδ
k,m,n = 0

uδ
k,m,n = 2n+m

2(k+m+n) + δvk,m,n + o(δ).
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Equation pour v

L0vk,m,n =
m(k − n)
2N(N − 1)

,

avec N = k + m + n.

vk,m,n < C (k + m + n)
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Un début de solution

On trouve qu’une solution de la forme :

vk,m,n =
m(k − n)

N
xN + (k − n)

N2 − (k − n)2

N2 yN

conviendrait à condition que zN :=

(
xN
yN

)
soit borné et solution

d’une équation de la forme :
{

BNzN+1 = CNzN + DNzN−1 + fN ∀N > 4
B3z4 = C̃3z3 + f3

BN , CN , DN , fN , C̃3 sont connus.
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La nouvelle équation

{
BNzN+1 = CNzN + DNzN−1 + fN ∀N > 4
B3z4 = C̃3z3 + f3

I On cherche une solution bornée.
I Si elle existe elle est unique.
I relation de récurrence double + conditions initiales ⇒ relation

de récurrence simple.
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La récurrence simple

I Récurrence simple : BNzN+1 = (CN + KN)zN + gN , avec
{

KN = DN(CN−1 + KN−1)−1BN−1 ∀N > 4
K3 = C̃3 − C3

I A condition que KN + CN soit inversible pour tout N > 3.
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Pour certains paramètres (b, d , c)

I On montre que si b et assez petit devant c, alors on a bien
l’inversibilité (par récurrence) de la matrice CN +KN pour tout
N.

I On montre aussi qu’il existe bien une solution bornée de
l’équation de récurrence simple.

I On peut exhiber grâce à Maple la condition initiale z3 pour des
paramètres (b, d , c) donnés.

I Pour tous (k,m, n), vk,m,n est une fonction analytique de b.

⇒ vk,m,n =
m(k − n)

N
xN + (k − n)

N2 − (k − n)2

N2 yN
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Les conditions initiales

I b = 10, d = 1, c = 1,
On trouve les valeurs suivantes pour vk,1,0 et v ′k,1,0 :

b

b

b

b

b

b

b

b

b

k

vk,1,0

+

+

+

+

3 4 5 6 7 8 9 10

0.01

0.02

0.03

0.04

+ + + + + + + +

b

b

b

b

b

b
b

b

v
′

k,1,0

k
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+

+

+

+

+ + + + + + + +

1
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Travaux en cours

I Échelle : mutations rares, accélération du temps.
I Convergence vers le "Trait Substitution Sequence".
I Mise en valeur de l’accélération de la mort d’une petite

population à cause des mutations délétères ?
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