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Le sujet Les questions

Le vortex d’extinction

Les questions que |'on se pose

» Qu'est-ce qu'une petite population?

» Quels sont les phénoménes caractéristiques d’une petite
population ?

> A partir de quelle taille de population ces phénomeénes sont-ils
négligeables ?

» Quelles sont les différences entre reproduction sexuée et
asexuée ?
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Le vortex d’extinction

Le vortex d'extinction

Population de petite taille

= Les alléles délétéres se fixent fréquemment.

= La fitness de la population baisse.

= La taille de la population diminue.

= L'accumulation de mutations délétéres accélére la mort de la
population.
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La population
Le modéle Les morts
Les naissances

La population

» Population diploide

> 1 geéne

» 2 alléles, notés A et a.
= 3 types : AA, Aa, et aa.

On appellera dorénavant ces types 1, 2, 3.
Population au temps t :

Ve = (kt, mg, ”t)

N; := ki + m; + n; est la taille de la population au temps t,

- me+2n; i "3l]é
Xe = ety €St la proportion d'alléles a au temps t
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Le modéle

Le processus v est un processus de naissance et mort a 3 types.

(k+1,m,n) (k,m,n)
k:m—l—ln/// \\km

(k,m,n+1) (k,m,n —1)

—1,m,n)
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Les morts

» Mort naturelle : Chaque individu de type i meurt de fagon
naturelle au taux d;,

» Mort par compétition : Chaque individu de type i fait mourir
par compétition chaque individu de type j au taux cj;.

d(l)(Vt) =d; + C11(kt — 1) + Co1my + C31 Ny
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La ségrégation

> Le brassage génétique :

AA probabilité §
Aa x Aa 4 Aa probabilité %
aa probabilité i

> Les types des individus impliqués influencent la capacité de
reproduction.
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Le modéle Les morts
Les naissances

Rencontre et naissance

» Une rencontre a lieu dans la population au temps t au taux
bN; tant que N; > 1.

» Chaque couple d'individu est équiprobable.

» La rencontre donne lieu a une naissance avec une probabilité
pij qui dépend des deux types mis en jeu.
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Les taux de naissance

Alors on peut déterminer le taux auquel un individu de type 1 nait
dans la population dans I'état (k,m,n) = v :

bl(I/) = bN x N 1 (pll k(k _ 1) + P12 km—|— P22ITI(ITI—1))

(V-1) 2 2 4 2
2
. k(k—1) km m(m — 1)
=bu—p— +b12N—1+b224(N—1)'
(bjj = bpjj)
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Ce qui nous intéresse

Calcul de la probabilité de fixation d'une mutation délétére lorsque
la population part de I'état (k, 1,0).
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Hypotheéses

» a alléle mutant

» On suppose que la mutation est petite et qu'elle n'agit que sur
les taux de mort naturelle des individus :

d=d, db=d-§ d=d-7,

b,'j:b, C,'J':C Vl',j

On veut calculer la probabilité pour que I'alléle mutant se fixe,
lorsque § et &’ sont trés proches de zéro.

» On suppose que I'un des alléles se fixe avant |'extinction de la
population : pas de morts possibles dans les états (1,1,0),
(0,1,1), (1,0,1), ou (0,2,0).
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/ .
uy . = probabilité que ce soit le mutant (a) qui se fixe sachant
que la population part de I'état (k, m, n).

» Cas neutre : (X¢): = (%) martingale, donc
t

0.0 2n+m
u ’ =
kom.n = 2(k 4+ m + n)

» Déviation du cas neutre (petite mutation) : (d,¢’) proche de
(0,0).

58 2n+m

uk,m,n - 2(k “m4+ n) + 5Vk,m7” + 5/Vl/<,m,n + O(|5| + |5/|)
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Développement limité de u par rapport a ¢

3,6’
> uk,m,n = Q(E:—_;rin) + 6Vkum:” + 6/Vl/<,m,n + 0(‘5’ + |5/|)

» Justification du développement limité :

8,6" 8,6’ 8,8’
ukyma” - Z Z 7Ti1i2 "'7Ti,71i,'
0 €N* (i1,..i1)€C k. m, n)—(0,0,n")
> Vikmn < C(k—i-m—i—n), et VI/<mn < C/(k—l-m—l— n)

On prend ' =0 :
) 46,0
uk,m,n T uk,m7n
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Equation de Kolmogorov forward et Propriété de Markov

Uk mn = p(k,m,n)—»(k—i—l,m,n)ul(z—i-l,m,n
+ P(k,m,n)—(k,m+1,n) ui,m—i—l,n
+ p(k,m,n)—»(k,m,n—l—l)ulim,n—i—l
+ p(k,m,n)—»(k—l,m,n)ui—l,m,n
+ P(k,m,n)—(k,m—1,n) ul(z,m—l,n
+ p(k,m,n)—»(k,m,n—l)uli,m,n—l’ soit
Lo =0

1) _ _ 2n4+m
Umn = 3ktmimy) T 6Vie,m,n + 0(0).
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Equation pour v

0 _ m(k—n)
L Vk,m,n - 2N(N— 1)7

avec N=k +m-+n.

Viemn < C(k+ m+n)
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Un début de solution

On trouve qu'une solution de la forme :

k- N2 — (k — n)?

XN

conviendrait A condition que zy = < Y
N

> soit borné et solution

d'une équation de la forme :

Bnvznyi = Cnzy + Dyzy—1 +fv - VN > 4
B3zy = Gzzz+ 13

By, Cn, Dn, fy, Cs sont connus.
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La nouvelle équation

Bvzni1 = Cnvzy + Dyzy-1 + 1y YN >4
B3z = G3zz + £3

» On cherche une solution bornée.
» Si elle existe elle est unique.

» relation de récurrence double + conditions initiales = relation
de récurrence simple.
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La récurrence simple

» Récurrence simple : Byzyy+1 = (Cny + Kn)zn + gn, avec

Kn = Dn(Cn—-1 + Kn-1)'By-1 VN >4
Ks= (G — (G

» A condition que Ky + Cp soit inversible pour tout N > 3.

Camille Coron Fixation d’un alléle délétére



La mutation
Les calculs
Calcul de la probabilité de fixation Les résultats

Pour certains paramétres (b, d, ¢)

» On montre que si b et assez petit devant ¢, alors on a bien
I'inversibilité (par récurrence) de la matrice Cy + Ky pour tout
N.

» On montre aussi qu'il existe bien une solution bornée de
I'équation de récurrence simple.

» On peut exhiber grace a Maple la condition initiale z3 pour des
paramétres (b, d, c) donnés.

» Pour tous (k, m, n), vk mn, est une fonction analytique de b.

m(k — n)
N

N2 —(k—n)2

XN+(k*n) N2

= Vik,m,n = YN
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Les conditions initiales

» b=10,d =1, c =1,

On trouve les valeurs suivantes pour vj 19 et v; ;q:

!

Uk,1,0 Uk 1,0

0.04 0.08
L]
0.03 . 0.06
L]
. .
L]
0.02 . . 0.04
° L]
L[]
L]
0.01 0.02 c .,
k k
3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5 6 7 8 9 10
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Travaux en cours

» Echelle : mutations rares, accélération du temps.
» Convergence vers le "Trait Substitution Sequence".

» Mise en valeur de I'accélération de la mort d'une petite
population a cause des mutations délétéres?
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