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Un jeu de données des perturbations planétaires

Les données sont composées d’un ensemble des triplets (cos i , q,∆z),
z = 1/a : l’inverse de demi-grand axe,
∆z = zf − zi : la marque de perturbation.



QQ-plot des données dans une cellule autour de Jupiter
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Comportement de type queue lourde autour des orbites des
grandes planètes
Calculons dans chaque cellule l’indicateur de queue lourde :

ẑ0.99

n̂0.99
− 1.

Effectuons le test de normalité des quantiles empiriques ẑ0.95.
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Définition de lois à queue régulière

Un v.a. X ∈ Rd a une loi à queue régulière d’indice α > 0 si ∃σ, une mesure
finie sur Sd−1 = {x | ‖x‖ = 1, x ∈ Rd}, telle que ∀B ∈ B(Sd−1) et σ(∂B) = 0,

lim
x→∞

xα

L(x)
P
{

X
‖X‖

∈ B, ‖X‖ > x
}

= σ(B), (X ∈ VR(α, σ))

où L est une fonction à variation lente, i.e. L(λx)
L(x) → 1 quand x →∞, ∀λ > 0.



Une famille importante des lois à queue régulière est les lois
non-gaussiennes stables

Un v.a. X ∈ Rd a une loi strictement α-stable si ∀a, b > 0

a1/αX1 + b1/αX2
L
= (a + b)1/αX , (StαS)

où X1,X2 sont des copies indépendantes de X .



Les lois α-stables n’ont pas d’expression explicite pour la
densité

Exemple : Lois α-stables dans R1

Fonction caractéristique :

E exp itX =


exp{−γα|t|α

(
1− iβ( sign t) tan

πα

2

)
+ iµt}, α 6= 1,

exp{−γ|t|
(
1 + iβ

2
π

( sign t) ln |t|
)

+ iµt}, α = 1.

Paramètres :
α ∈ (0, 2], γ = σ(1) + σ(−1) ∈ (0,∞), β = σ(1)−σ(−1)

γ ∈ [−1, 1], µ ∈ R1.

Exemples :
α = 2 : lois gaussiennes, p(x) = 1

2σ
√
π
e−

x2
4σ2 .

α = 1 : lois de Cauchy, p(x) = σ
π(x2+σ2) .

α = 1/2 : lois de Lévy, p(x) =
(
σ
2π

)1/2 1
x3/2 exp

(
− σ

2x

)
.



La densité de lois stables dans R1 dépend de quatre
paramètres

Dépendance de β Dépendance de α, γ et µ



La définition de lois stables a un sens dans un cône convexe

Un cône convexe IK est un semigroupe abélien topologique, supposé complet et
séparable, avec une opération de multiplication par des scalaires positifs, i.e.
(x , a)→ ax , continue pour x ∈ IK et a > 0 tel que les conditions suivantes sont
satisfaites:

a(x + y) = ax + ay , a > 0, x , y ∈ IK

a(bx) = (ab)x , a, b > 0, x ∈ IK

1x = x , x ∈ IK

ae = e, a > 0.



Avec différent choix du cône, on obtient différente famille de
lois

Exemples :
I (Rd ,+) : lois α-stables.
I (Rd

+,∨) : lois max-stables.
I ([0,∞),∨): lois de Fréchet, Φα = exp(−(x/σ)−α).
I ([0,∞],∧) : lois de Weibull, F (x) = 1− exp(−(x/σ)−α).
I (K,∪) : lois union-stables, où K est une famille des sous-ensembles

compacts de Rd .
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Algorithme d’estimation

Soit ξ1, . . . , ξN des e.a. i.i.d. suivant une loi à queue régulière.
Étape 1 On divise l’échantillon en n groupes disjoints, chacun contient m

éléments, i.e.
ξ1, . . . , ξm,︸ ︷︷ ︸

Gm,1

ξm+1, . . . , ξ2m︸ ︷︷ ︸ , . . . . . . ,
Gm,2

ξ(n−1)m+1, . . . , ξnm.︸ ︷︷ ︸
Gm,n

En pratique on choisit n = [N r ] et m = [N1−r ], r ∈ (0, 1).

Étape 2 Notons M(1)
m,i = max{‖ξ‖ : ξ ∈ Gm,i},

ξm,i : l’élément dans Gm,i tel que ‖ξm,i‖ = M(1)
m,i ,

M(2)
m,i = max{‖ξ‖ : ξ ∈ Gm,i\{ξm,i}}, i = 1, . . . , n.

Étape 3 Calculons Sn =
n∑

i=1

M(2)
m,i

M(1)
m,i

, θm,i =
ξm,i
‖ξm,i‖ , qm,i =

M(1)
m,i

m1/α ,

α̂N = Sn
n−Sn

, (2.1)

σ̂N(·) = 1
n

∑n
i=1 δθm,i (·), (2.2)

σ̂(S)N =
(

1
nΓ(1− t

α )

∑n
i=1 qt

m,i

)α
t
, t > 0. (2.3)



Un exemple de données simulées
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Un exemple de données simulées
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( 4.7, 6.8 )

( −7.1, 1.2 )

M(1)
m,1 = 8.3

M(2)
m,1 = 7.2

M(2)
m,1

M(1)
m,1

= 0.87

θm,1 = (4.7,6.8)

M(1)
m,1

= (0.57, 0.82)

Sn =
n∑

i=1

M(2)
m,i

M(1)
m,i

θm,i =
ξm,i
‖ξm,i‖

Estimateurs :
α̂N = Sn

n−Sn

σ̂N(·) = 1
n

∑n
i=1 δθm,i (·)



Consistance des estimateurs

Soient ξ, ξ1, . . . , ξN des e.a. i.i.d. à valeurs dans IK ′ tels que ξ ∈ VR(α, σ).
Si Sn et σ̂N sont défini par (2.1) et (2.2) avec n ∼ N r , 0 < r < 1,
alors on a

1
n
Sn

p.s.−−−−→
N→∞

α

1 + α
.

et
σ̂N

p.s.⇒ σ quand N →∞.

Si la condition de régularité (VR) est satisfaite avec L(x) = 1 et σ̂(S)N est
défini par (2.3) avec n ∼ N r , 0 < r < 1, et 0 < t < αr

2 , alors on a

σ̂(S)N − σ(S)
p.s.−−−−→

N→∞
0.



Conditions pour établir la normalité asymptotique

I L’e.a. ξ ∈ IK satisfait à la relation asymptotique du second ordre si

P{‖ξ‖ > x} = σ(S)x−α + cx−ρ + o(x−ρ) quand x →∞, (RS)

avec 0 < α < ρ ≤ ∞ où c est une constante.
I L’e.a. ξ ∈ IK satisfait à la relation forte du second ordre si ∀B ∈ B(S) tel

que σ(∂B) = 0

P
{

ξ

‖ξ‖
∈ B, ‖ξ‖ > x

}
= σ(B)x−α+cx−ρ+o(x−ρ) quand x →∞, (RFS)

avec 0 < α < ρ ≤ ∞ où c est une constante.

Remarque
(RFS) ⇒ ξ ∈ VR(α, σ).



Normalité asymptotique

Théorème 2.4
Soit ξ un e.a. dans IK ′ tel que ξ ∈ VR(α, σ) et la condition (RS) est satisfaite.
Si on choisit

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε, m = N1/(1+2ζ)+ε,

où ζ = (ρ− α)/α et ε > 0, alors

√
n
(

1
nSn − α

α+1

)
(

1
n

n∑
i=1

(
M(2)

m,i

M(1)
m,i

)2

−
( 1

nSn
)2)1/2 ⇒ N (0, 1).



Normalité asymptotique

Théorème 2.5
Soit ξ un e.a. dans IK ′ tel que la condition (RFS) est satisfaite.
Si on choisit

n = N2ζ/(1+2ζ)−ε,m = N1/(1+2ζ)+ε,

où ζ = min(ρ−αα , 1) et ε > 0, alors ∀B ∈ B(S) tel que σ(∂B) = 0 on a
√

n(σ̂N(B)− σ(B))(
1
n

n∑
i=1

(1IB(θm,i ))2 −
(

1
n

n∑
i=1

1IB(θm,i )

)2
)1/2 ⇒ N (0, 1).



Influence du regroupement d’échantillon

Dans le cas de Rd , le résultat de Fristedt implique ρ = 2α. Cela nous permet de
choisir n = N2/3−ε, i.e. r = 2/3− ε, alors la vitesse de convergence des
estimateurs dans L1 s’approche de N1/3.
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Résultats d’estimation des paramètres pour les perturbations
α β
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Le modèle de lois à queue régulière donne un meilleur
ajustement
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b) α > 2, H0 : loi alternative de densité définie par

f (z) =
Cκ,α

1 + κ|z − ω|α+1 ,
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Conclusion et perspectives

CONCLUSION
I Généralisation aux lois à queue régulière dans un cône abstrait
I Vitesse de convergence des estimateurs optimisée
I Modélisation des données réelles

PERSPECTIVES
I Estimateur de mesure spectrale : processus empirique indexé par des

ensembles
I Estimation de la densité de mesure spectrale d’une loi stable
I La loi qui ajuste au mieux un jeu de données.
I ...



Merci!
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