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%8 Memoire adaptative

B Compression de données:

1 T T
trying_vanilla_quiet
m LinguiStiq‘lﬂe‘: ‘ X ¥ \ I 7 .

Longtemps,je me suis couché de bonne heure. Parfois,..

B Processus de renouvellement:

VT TNTTTTTTNNT T
100101000011001...

B Musique, biologie, optimisation, ...
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—hat i | Séquences biologiques

VIV v

Vo |
AAC. AUG. ACA. GCG...
start

Modele de
mémoire donné A /C
par:
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ﬁﬁml Limites des modeéles markoviens

B Compression: |A| =2,k =8 = dim© = 256

B Séquences biologiques: |[A|=4, k=6 — dim© ~ 12000
B Linguistique: |A| = 3000, k =10 = dim©O© =...

B Processus de renouvellement : mémoire infinie

Besoin d’une plus grande flexibilité: il faut pouvoir mettre beaucoup de
mémoire uniquement quand c’est nécessaire!

ParisTech
5/46 =
s T




ﬁﬁml Arbres de contextes probabilisés

Un arbre de contexte probabilisé (CTS) ou Chaine de Markov d’ordre
variable (VLMC) est une chaine de Markov dont 'ordre est autorisé a
dépende des valeurs prises dans le passeé.

T = {1,10,100,000}
P(X} = 00110/X°, = 10)
= P(X; =0/X% =10)

(213, 1/3)

x  P(X = 0|X', = 100)
< P(Xs = 1]X2, = 1000) o
x  P(Xs = 1]X3, = 10001) @9
x  P(Xs = 0]X*, = 100011)

(15, 4/5) (U3, 213)
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—Fit i | Les Noyaux

® On munit I'espace des suites semi-infinies A~N" de la distance
ultra-métrique suivante :

5(ﬂ7 Z) — oSUp{k<0:xk7yx}

B |es boules (ouvertes et fermées) de cet espace sont les

T(s)={we€A: X_g41.0=S}

pour s € A*.

® Un noyau est une application P : A~N — M (A), et 'image de
w € AN est notée P(:|w).

B Un noyau est dit continLIl\Is’iI 'est comme application entre les
espaces métriques (A", 6) et (M+(G),| - |7v).

8/46
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%800 Processus associé a un noyau

B Vieux probléme: pour un noyau P donné, existe-t-il un (unique)
processus stationnaire ergodique dont P est une version des
probabilités conditionnelles?

® Théoreme [Fernandez-Galves °02]: si ) ,_,infsc7 P(a|s) > 0 et
si les

B = maxsup {|P(als) — P(alf) : (s,0) € T2and s, = ., |

sont sommables, alors la réponse est oui.
B |dée : simulation exacte par couplage par le passé.

TELECOM
ParisTech
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ﬁﬁml Arbres de contextes probabilisés

B Un arbre complet de suffixes (CSD) est un ensemble T C A* qui
définit une partition de A~N:

AN =]T(s)

seT

m Ainsi, T est une CSD ssi
VX0, e AN JILeN: X2, €T,

B | e noyau d’'une CTS est constant sur chague composante d’'un
CSD : il est donc caractérisé par la donnée d’une famille de | T|
distributions conditionnelles {Pr(:|s) : s € T}:

VX0 € ATNPT(X2) = Pr(-x%)).




ﬁﬁm‘l CTS vs Chaines de Markov

B | es Chaines de Markov d’ordre r sont des CTS dont 'arbre est
complet de profondeur r.

p(.|000)
| pCI100) | o
p(‘|1 1 1) P(I000) p(1100)  p(1010) P(J110)  p(joo1)  PCROL)  p(jO11)  p(f11l)
B |es CTS bornés de profondeur d sont des chaines de Markov
d’ordre d.
p(.10)
p(.[0)
) = M =
N p(01)
p01) pel) p (|1 1
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ﬁﬁml Vraisemblance et estimation

B | a vraisemblance admet une écriture aussi simple que pour les
chaines de Markov:

TO1X° H Pr(xilx-}) =TI ] Pr(xils).
seTi€ls
ouls={ie{l,....,n}f:x_ ‘Sl—s}

B Lestimateur du maximum de vraisemblance dans le modeéle T est

donc: pourse T,
N(sa)

Pr([s) = NG’

o N(8) = X1 L1 s = sl

isTech
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—hat i | Algorithme Context

B Introduit par Rissanen en 1981, ressemble a CART.
® Pour tout s € A*, on calcule la mesure de distortion

5(s) = max H/AD(-\S) - IAD(-\as)H .
acA
B On garde tous les s € A* tels que
Ju e A" : 6(us) > e(n)

comme noeuds internes de T¢. Ainsi T, contient tous les noeuds
actifs, leurs ancétres et leur enfants.
ParisTech
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—Fit i | Algorithm Context: lllustration

Noeuds actifs - Arbre estimé T

15/46
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%87 Maximum de vraisemblance pénalisée
B On choisit

Tomi = argmaxlog Pr(x{'|x°..) + pen(n, T),
T

ou pen(n, T) est une fonction de pénalité croissante en net |T]|.
® Pénalité BIC (Al — 1
pen(n, T) = ||(|2|_) log n.

B Principe Minimum Description Length: choisir le modele qui
donne la plus courte description des données (= qui permet de
mieux les compresser)

B Variante MDL: estimé de Krichevski-Trofimov

Tkt = argmaxlog KT7(x|x° ).
'
=23 i |
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m ZE 10l calcul de T,

Procédure récursive “Context Tree Maximization” : un noeud s est dit

si x;(s) s code mieux avec de la mémoire.
I
I
I

=min(L (n1,n2,n3), c1+c2+c3+pen)

(n) /() \("3)

/ | \ /N / | \

En iartant du sommet, on ne garde que les noeuds actifs.
18/46
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i 25T pL: niustration

Noeuds actifs - Arbre estimé Ty

ParisTech
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i 2 A 100 PML: Exemple
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i 2 A 100 PML: Exemple

4, 12)

13

(20, 14)
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i 2 A 100 PML: Exemple
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i 2 A 100 PML: Exemple

TELECOM
ParisTech

=23 i |



—Fit i | Comparaison des deux estimateurs

B = Pour l'algorithme Context, I'activité d’'un noeud se mesure
uniguement dans ce noeud.
= Pour PML, I'activité d’'un noeud prend en compte tout ce qui est
sous ce noeud.
u = Lalgorithme Context garde une branche dés que son noeud le plus
profond est actif.
= PLM ne garde que des noeuds actifs.

B — pour des choix de parametres comparables, on montre que
I'agorithme Context sélectionne systématiquement des arbres
plus grands que PLM.

ParisTech
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ﬁﬁml Sous-estimation et Sur-estimation

Deux erreurs d’estimation sont pos-
sibles:

1. sous-estimation:
IseTo:s¢ T
— “facilement” évitée
(régime de grandes
déviations) a vitesse
exponentielle

2. sur-estimation:
IseT:s¢ T
— plus délicat, pas de taux
exponentiels [Finesso '92]

TELECOM
ParisTech
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%80 Resultats asymptotiques

® Théoréme [Rissanen 81, ...]: Pour un arbre fini Ty, si
e(n) = Clog(n)/n, alors quand n — oc:

P(Tc # To) — 0.

| '[héoréme [Csiszar and Talata ’06, Garivier ’06]: Si K € N* et si
Tom Maximise la vraisemblance pénalisée parmi les arbres de
hauteur D(n) = o(log n), alors

presque sdrement pour n assez grand. Pour un arbre fini Ty, pas
besoin de restreindre la maximisation.
B Résultats non asymptotiques : cf [Galves-Maume-Deschamps

ﬂ]itt ‘05, Leonardi 08, Garivier-Leonardi] avec hypothése
=23 i |




ﬁﬁml Comment étudier la convergence ?

B Pour l'algorithme Context on doit controler
1P(-s) = P(|s)]|-
B Pour le maximum de vraisemblance pénalisée, il faut majorer
KL(P(1s) P(1s))

® Dans les deux cas, on se rameéne a I'étude des maxima d’'une
martingale “moyenne normalisée” du type:

Zi = \/T Z (x,=a — P(als)})1 Xl =s}
® Bornes non-asymptotiques adapter les preuves de LLI.

25/46 -ﬁiml



ﬁﬁml Quelle est I’activité normale d’un noeud ?

Pour tout contexte possible s, I'estimateur du maximum de
vraisemblance de la loi conditionnelle est :

Vac A P(als) = Z]l{xk alixt =)

L L
1.0 250.75 soo.s  7so.zs 1000 o

TELEEDM
isTech
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i 8 Formulation du probleme

B X = (Xn)nez €t Y = (Yn)nez sont des CTS indépendantes de lois
Px et Py

B Py et Py partagent certains contextes et certaines lois
conditionnelles, mais pas toutes

B Onnote 7y = Uy le CSD de Py, et 7y = 19 Ut le CSD de Py

B On veut estimer 7x et Ty: est-ce possible de faire mieux qu’en
traitant les deux problemes séparément?

ParisTech
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Estimation jointe par maximum de

5tk | vraisemblance

B |a vraisemblance jointe s’écrit:

E : E Ny ,
SETY acA Nn,X (S, a) Iog ( N:()E?;)I))
E : E Nm ,
SeT acA Nm,Y (S, a) |Og ( ,y(?s))

n, Nm
+ Zsew ZaeA [ n,X (s,a) + Nm y (S, a)] log < X(s(a;iNm :Ez)a)>

B Procédure récursive “a la Context Tree Maximization” consistante
[Galves-Garivier-Gassiat]

isTech
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—hat i | Exemple de résultats

Quand on répéte I'expérience 100
fois avec des échantillons de taille
Ny n, = 400, voici ce qui se
passe :

B 7, est bien estimé avec X seul
96 fois, et avec notre algo 80
fois : la performance est donc
dégradée.

B Par contre, 7y est bien estimé
avec Y seul 47 fois, et avec
notre algo 85 fois

B Surtout, T et 7y sont

séparément bien estimés 45
fois, et conjointement 67 fois.

Generating source for x Generating source for y
1
05 » 05|
28 2 87 25 33 20 50
I 67 33 ‘75 67 80 50
0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
height = 2 height = 3
Estimated source using only x Estimated source using only y
34
05 05| o
23 31 56 33 87 93
o 78 69 a4 %67 '13, 7
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
height = 5 height = 0
Estimated source using x and y
tree
+ common
O x
05
4. + v
+ +
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Estimated source forxusing xandy "9 =2 Ecimated source for y using x and y
1
05 05|
29 29 74
. E Y 29 29 a7 48
IS s 26 T B s
0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
height = 2 height = 3

TELECOM
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ﬁﬁm‘l Codage source

ATCAGAATC > 00101I000H0010I0

compression sans perte
Winzip, compress, etc.

But : minimiser la longueur

de code ﬂ

isTech
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—Fit i | Codage source : Shannon

The

Black
Bex

[ ]
code ¢ :A >{0,1}"

ATCAGAATC > 00101I000H00N0I0

compression sans perte mot de code
Winzip, compress, etc. ¢n( x:)

message X| (n=9)
But : minimiser la longueur
de code moyenne ,
X H
Ep [l F‘“( ﬂ)l
h =23 i |




ﬁﬁml Entropie

B Théoreme (Shannon ’48) :

def

Ep [|6n(x)]] = Hn(P) = Ep [~ log P"(X{)]

... et il existe un code qui atteint ce taux (a 1 bit pres).

E En outre,

1
EHn(P) — H(P)

taux entropique de la source P
=nombre minimal de bit par symbole.

34/46

=23 i |



ﬁﬁml Loi de codage

B A chaque code ¢,(x) on peut associer une (sous-)probabilité g,
sur A" telle que
gn(-) = 27 1n0)l

B |nversement, grace au codage arithmétique, on peut associer a
toute (sous-)probabilité g, sur A” un code ¢, tel

que|on(-)| = —loggn(-) (+Cte).
Conclusion: code ¢, < loi de codage qgn

En particulier, —log gn(x) = longueur de code.

B |e théoréme de Shannon ’48 dit que la meilleure loi de codage
est la loi du processus !

B | a perte obtenue en utilisant une autre loi g, est appelée regret

Pn Xn
— Ioi qn (X]) — (—log P" (X)) = log Qn((X})).

=23 i |




—Fit i | Codage universel

B Que faire si la loi de la source est inconnue ??
B ... etsion veutun seul code pour plusieurs sources a la fois ?

— on a besoin d’ une seule loi de codage g, pour tout une classe
de sources
A= {Pg, XS @}

c’est donc un probleme d’estimation de densité. . .
—> Redondance inévitable :

Ep, [|o (XT)[] - H(X?) = Ep, [logagn (X7) +log Py (X7)]

= KL (P, qn)

...avec perte logarithmique = information de Kiillback-Leibler ent

] EHIw



—Fit i | Exemples de codeurs universels

1. Codage deux-temps
= Code d'abord 6 (X{") = argmin, o — log Py (X{)...
* ...puis X avec la loi de codage F}.

Ex: (i.i.d.) Al —
A — regret 5
X = AAATACAGT : 0 = (5,1,2,1)/9
2. Codage par mélange si v est un prior sur ©, on prend

a0d) = [ P (xf) v (0) U
Ex: (i.i.d.) — v = Dirichlet (3, ..., %) J

1
log n.

1
2

37/46
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ﬁﬁml Mesures d’universalité

1. Redondance dans le pire des cas :

Py (X7)
an (X7)
2. Redondance bayésienne avec le prior 7:

Py (X7)

an (X7)

= sup KL (Py, gn)
66

log

R* (gn,©) = supEp,
0cO

R. (gn,©) =E, |Ep, |log = E, [KL(Ps, qn)]

— R~ (CIn, e) < R* (ql'h @)

=23 i |



28 Mesures de complexité

1. Redondance minimax:

Rt (©) = igf R* (gn, ©) = min max KL (Pg,qn)

an

2. Redondance bayésienne:

Rﬂ,n

(6) = min [KL (Pf. )]

R, (©) = maxminE, [KL (P, qn)]

e an

Theoréeme maximin (Haussler '97, Sion)

Ra (©) =R, (9),
et la redondance minimax est atteinte par un mélange .

39/46
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—Fit i | Mélange pour les VLMC

® Soit T un arbre de contexte & | T| feuilles (= | T| contextes).

B En considérant un produit de | T| lois de Dirichlet(3, ..., 3)
comme a priori sur ©1, on définit le mélange de
Krichevky-Trofimov g% qui vérifie:

qr X1\X Hq

seT

B Proposition (Shtarkov&al ’93)

Al - 1 +
5 |Tllog

o 4 ni,0 < H ni,0
log g7 (X{'[x"o) < elergrpe(x1 X 00) +

+[Tllogm+ m—1.

TELEEDM
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%80 cTw : un double mélange

La relation
7T( T) — 2—2| T|+1

définit une loi de probabilité sur 'ensemble 7 de tous les arbres de

contextes.
On définit donc la loi de probabilité Context Tree Weighting :

g™ () =D m(T)ar(xd)
T

elle se calcule efficacement par CTM.

TELECOM
ParisTech
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%80 cTw : un double mélange

Proposition (Sharkov & al ’93)

CTW ,.n|,0
(X71X"o0) < T'nggmf Po(X]1x0)

IAI

—log g,

1 710g —+|T](2+Iogm)+m—2.

— CTW est adaptatif sur les classes de CTS.
Quelle est sa performance sur des classes plus grandes ?

isTech
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ﬁﬁml Processus de renouvellement

B Exemple de classe plus grande : processus de renouvellement.
11000110100001
R R R e B S e

1 4 i 2 5

B Résultat de [Csiszar - Shields '96] : la redondance minimax y est:
Ry (R) ~ Ry (R)=© (vn)
B Mais la preuve n’est pas constructive : existe-t-il un algorithme de

compression qui se comporte bien sur cette classe ?

CTW est un bon candidat car
les processus de renouvelle-
ment sont des "CTS infinis”

TELECOM
ParisTech
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ﬁﬁml Résultats

B Theorem (G. ’06): Il existe C; et C, telles que la redondance de
sur la classe R des processus de renouvellement vérifie:

Civnlogn < R; (5™, R) < Cov/nlogn.

B Theorem (G. ’06): | existe C; et C, telles que la redondance de
sur la classe MR des processus de renouvellement markoviens
vérifie: , ,

Csn3logn < Ry (g™, MR) < C4nd log n.

isTech
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ﬁﬁml Commentaires

B Résultat d’adaptivité pour
CTW sur une classe
massive, équilibre
biais/variance.

B Si la loi de renouvellement
est bornée, CTW s’adapte
aussi avec un regret en
O(log n).

B Nécessite la prise en
compte de contextes
profonds dans le double
mélange (= ne pas
couper les arbres a
profondeur log n).
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