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Contexte général

On observe (X1, . . . ,Xn) d'une série stationnaire à valeurs
réelles, dont la loi de probabilité (inconnue) est P .

Objectif : fabriquer p et f tels que f (Xt−1, ...,Xt−p) soit une
bonne prédiction de Xt (à toute date t).
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Paramétrisation

Pour un p ∈ {1, ..., bn/2c}, on choisit une famille de
�prédicteurs� fθ : Rp → R avec θ ∈ Θp.

Exemple

Soit Θp ⊂ Rp avec fθ(x−1, ..., x−p) =
∑p

i=1 x−iθi .

En général, on découpera l'espace des paramètres
Θp =

⋃L

`=1 Θp,`.

Exemple

Un exemple, Θp,` ⊂ Rp×` avec

fθ(x−1, ..., x−p) =
∑p

i=1

∑`
j=1 θi ,jgj(x−i).
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Une condition technique sur les modèles

On suppose que l'on connait une constante L telle que

|fθ(x−1, ..., x−p)− fθ(x
′
−1, ..., x

′
−p)| ≤

p∑
j=1

aj(θ)|x−j − x ′−j |

où
p∑

j=1

aj(θ) ≤ L.
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Risque (ou erreur de prédiction) d'un paramètre

On propose l'erreur moyenne de prédiction comme évaluation
d'un paramètre.

Dé�nition

Pour θ ∈ Θp,` on dé�nit

R(θ) = E

[∣∣∣Xp+1 − fθ(Xp, ...,X1)
∣∣∣].

Formalisation de l'objectif : trouver un p̂ et un θ̂ ∈ Θp

(dépendant des données) tels que R(θ) soit aussi petit que
possible.
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Le meilleur prédicteur dans chaque modèle

Dé�nition

On dé�nit θp,` pour tout (p, `) donné par

R(θp,`) = inf
θ∈Θp,`

R(θ).

Rmq : pas forcément unique.

Bien sûr, θp,` est inconnu, il dépend de la loi inconnue P du
processus X .
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Spoiler : la �n de l'histoire

Ce que l'on va obtenir à la �n de l'exposé.

Pour un estimateur θ̂ (dé�ni dans la Section 2), sous certaines
hypothèses sur P (données dans la Section 3), on a

E
(
R(θ̂)

)
≤ inf

p,`

{
R(θp,`) + ∆p,`(n)

}
,

où ∆p,`(n) −−−→
n→∞

0.

Pierre Alquier Sélection de modèles pour séries temporelles



Introduction
Procédure d'estimation

Résultats théoriques
Conclusion

Contexte général
Quelques dé�nitions
Principaux résultats

1 Introduction
Contexte général
Quelques dé�nitions
Principaux résultats

2 Procédure d'estimation
Prédiction dans un sous-modèle Θp,`

Sélection de modèle

3 Résultats théoriques
Hypothèses sur P
Hypothèse sur les modèles Θp,`

Résultat principal

4 Conclusion

Pierre Alquier Sélection de modèles pour séries temporelles



Introduction
Procédure d'estimation

Résultats théoriques
Conclusion

Prédiction dans un sous-modèle Θp,`
Sélection de modèle

1 Introduction
Contexte général
Quelques dé�nitions
Principaux résultats

2 Procédure d'estimation
Prédiction dans un sous-modèle Θp,`

Sélection de modèle

3 Résultats théoriques
Hypothèses sur P
Hypothèse sur les modèles Θp,`

Résultat principal

4 Conclusion

Pierre Alquier Sélection de modèles pour séries temporelles



Introduction
Procédure d'estimation

Résultats théoriques
Conclusion

Prédiction dans un sous-modèle Θp,`
Sélection de modèle

Risque empirique

On dé�nit un estimateur de R(θ).

Dé�nition

Pour p et θ ∈ Θp on dé�nit

rn(θ) =
1

n − p

n∑
i=p+1

∣∣∣Xi − fθ(Xi−1, ...,Xi−p)
∣∣∣.

Noter que E(rn(θ)) = R(θ) pour un θ �xé.
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Estimateurs randomisés

Pour chaque

p ∈ {1, ..., bn/2c},
1 ≤ ` ≤ L, et

λ ∈ Λ = {2, 4, 8, 16, ...} ∩ {1, ..., n2},
on tire au hasard

θ̂λp,` ∼ e−λrn(.)dπp,`(.)

où πp,`(.) est la mesure uniforme sur Θp,`.
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Dé�nition de R̂p,`,λ

Pour

Kn > 0 donné,

des poids a priori sur les modèles Θp,` : wp,` ≥ 0 avec∑
wp,` ≤ 1,

on dé�nit

R̂(p, `, λ) = −1

λ
log

∫
Θp,`

e−λrn(θ)dπp,`(θ)

+
1

λ
log

log n

wp,`

+
λK 2

n

n(1− p/n)2
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Sélection d'un modèle

Sélection d'un modèle Θp,` et d'un paramètre de
�température� λ.

Dé�nition

θ̂ = θ̂λ̂
p̂,ˆ̀

où

(p̂, ˆ̀, λ̂) ∈ argmin
p,`,λ

R̂p,`,λ.

On peut maintenant utiliser fθ̂(.) pour faire de la prédiction.
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Hypothèses sur le processus (Xt)t

On suppose que pour tout c > 0, E(ec|ξ0|) = Ψ(c) <∞ et
que X = (Xn)n∈Z est une solution de l'équation

∀n, Xn = F (Xn−1,Xn−2, ...; ξn)

avec les ξi i.i.d., et F telle que

|F (x ; y)− F (x ′; y ′)| ≤
∞∑
j=1

aj
∣∣xj − x ′j

∣∣+ u|y − y ′|,

∞∑
j=1

aj < 1 et
∞∑
j=1

j log(j)aj <∞.

Rmk : Pour tout F satisfaisant cette conditon, il existe un tel
processus X , voir Doukhan et Wintenberger [DW08].
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Contrôle de la complexité

On suppose qu'il y a une constante 1 ≤ dp,` <∞ telle que

sup
γ>e

γ

log γ

∫
Θp,`

[
R(θ)− R(θp,`)

]
e−γR(θ)dπp,`(θ)∫

Θp,`
e−γR(θ)dπp,`(θ)

≤ dp,`

Dans la plupart des cas usuels dp,` est C×�dimension du
modèle�.

Exemple

Prédicteurs autoregressifs fθ(x−1, ..., x−p) =
∑p

1 θiX−i .
Θp = {θ : ‖θ‖1 ≤ L}. Alors pour une constante c qui ne

dépend pas de p où n, dp = c .p.
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Résultat principal

Théorème

Prenons Kn = log(n). On suppose que
∑

p,` exp(−dp,`) ≤ 1 et

on prend wp,` ' exp(−dp,`). Alors

E
(
R(θ̂)

)
≤ inf

p,`:dp,`≤n/2

{
R(θp,`)+C (F ,Ψ,L)

√
dp,`

n
log2(n)

}

Remarque : C (F ,Ψ,L) est connue explicitement, un peu
longue à écrire, mais cependant pas trop énorme si
Ψ(c) = E(ec|ξ0|) est raisonnable.
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Commentaires (1/2) : complexité de la famille de

modèles

On a supposé que
∑

p,` exp(−dp,`) ≤ 1, donc le choix
wp,` = exp(−dp,`) est possible.

Sinon, on perdra le terme supplémentaire

log
(

1
wp,`

)
√
n

.
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Commentaires (2/2) : une autre version de ce

théorème

Dans le preprint [AW09] on donne une autre version de ce
théorème avec une hypothèse plus forte concernant des
coe�cients de dépendance faible du processus.

Dans ce cas, on obtient une borne vraie avec grande
probabilité et plus seulement en espérance...
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Quelques mots sur les preuves

Les preuves utilisent deux outils :

les inégalités PAC-Bayesiennes, cf. Catoni [Cat07] (dans
le contexte de la classi�cation, étendues par Audibert
[Aud04] et A. [Alq07] pour la régression) ;

des inégalités de concentration : dans le cas i.i.d.,
Hoe�ding, Bernstein, ... Ici une inégalité de Rio [Rio00].
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Application : modèles additifs non paramétriques

On suppose que Xn = f1(Xn−1) + ... + fq(Xn−q) + ξn avec f1,
..., fq et q inconnus. Soit s la régularité de la moins régulière
des fj .

Modèles : θ ∈ Θp,` ⊂ Rp×` avec

fθ(x−1, ..., x−p) =

p∑
p′=1

∑̀
j=1

θp′,jej(x−p′)

et (ej) est la base de Fourier. On a alors

E
(
R(θ̂)

)
≤ E(|ξ0|) +

C log2(n)

n
s

2s+1

.
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Conclusion

Comparaison avec Baraud, Compte & Viennet [BCV01]
(résultats �ns sur la sélection de modèle avec risque
quadratique) :

ne perdent pas nécessairement le log(n) ;

mais leur fonction de perte n'est pas reliée à une erreur
de prévision.

Simulations :

similaire à un estimateur bayésien : peut être implémenté
par MCMC ;

résultats corrects, mais peuvent être améliorés (travail en
cours).
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