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Modèle PDMP pour la propagation de fissure Pourquoi un modèle stochastique ?

Loi de Paris-Erdogan (propagation de fissure)

du
dt

= C (∆σ
√
π)m cos

(π
ω

u
)−m

2 u
m
2 (P-E)

↪→ évolution déterministe

Expérience de Virkler

∆σ = 48.28MPa et ω = 152.4mm
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Modèle PDMP pour la propagation de fissure Pourquoi un modèle stochastique ?

Données expérimentales de Virkler

↪→ dispersion importante !
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Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

PDMP : processus hybride

Xt = (νt , ζt)

νt ∈ K : le mode, un processus de saut
ζt ∈ Fνt : le vecteur des variables physiques

E : espace d’états de (Xt)

K : espace d’états du mode, fini ou dénombrable
Pour tout k ∈ K , Fk : ouvert de Rdk

↪→ E =
⋃
k∈K

{k} × Fk

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 5 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

PDMP : processus hybride

Xt = (νt , ζt)

νt ∈ K : le mode, un processus de saut
ζt ∈ Fνt : le vecteur des variables physiques

E : espace d’états de (Xt)

K : espace d’états du mode, fini ou dénombrable
Pour tout k ∈ K , Fk : ouvert de Rdk

↪→ E =
⋃
k∈K

{k} × Fk

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 5 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 6 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 7 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 8 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 9 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 10 / 34



Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

Dynamique de (Xt)

à t = 0, X0 = (k , x)

1 - Evolution déterministe pendant un temps aléatoire

∀0 ≤ t < S1, ζt = φk(0, x , t)

avec P(S1 > s) = exp
{
−
∫ s
0 λ
(
(k , ζr )

)
dr
}
1[0,t?(k,x)[(s)

2 - Transition markovienne
x ′ : limite à gauche de (ζt) en T1 = S1
à t = T1,

saut du mode selon ak,x ′ : νT1 = j
saut de la variable physique selon ρk,x ′,j : ζT1 = y
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Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

Dynamique de (Xt) (suite)

à t = T1, XT1 = (j , y)

1 bis - Evolution déterministe pendant un temps aléatoire

∀0 ≤ t < S2, ζT1+t = φj(0, y , t)

avec P(S2 > s) = exp
{
−
∫ s
0 λ
(
(j , ζT1+r )

)
dr
}
1[0,t?(j ,y)[(s)

2 bis - Transition markovienne
y ′ : limite à gauche de (ζt) en T2 = T1 + S2
à t = T2,

saut du mode selon aj ,y ′ : νT2 = l
saut de la variable physique selon ρj ,y ′,l

Et ainsi de suite !
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Modèle PDMP pour la propagation de fissure Qu’est-ce qu’un PDMP?

Loi de (Xt)

λ : E → R+ : application mesurable
∀i ∈ K , ∀ζ ∈ Fi , ai ,ζ : loi sur K \ {i}
∀i ∈ K , ∀ζ ∈ Fi , ∀j ∈ K \ {i}, ρi ,ζ,j : loi sur Fj

Et aussi...
∀k ∈ K , φk : flot déterministe sur Fk

∀k ∈ K , ∀ζ ∈ Fk , t?(k , ζ) : temps d’atteinte de ∂Fk de φk(0, ζ, ·)
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Ajustement sur les données de Virkler
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Ajustement sur les données de Virkler Ajustement par morceaux

Données de Virkler

68 courbes :
{

(N(k)
q , a(k)q )1≤q≤164

}
1≤k≤68

ath(m1,C1,T ,m2,C2) : courbe théorique définie par morceaux

∀0 ≤ t < T , ath(t) = φ(m1,C1)(0, 9, t)

∀t ≥ T , ath(t) = φ(m2,C2)(T , α, t) avec α = φ(m1,C1)(0, 9,T )

φ(m,C) :
dy
dt

= C (∆σ
√
π)m cos

(π
ω

y
)−m

2 y
m
2 (P-E)
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Ajustement sur les données de Virkler Ajustement par morceaux

Ajustement par morceaux
Pour chaque fissure k , on minimise

164∑
q=1

{
a(k)q − ath(m1,C1,T ,m2,C2)(N(k)

q )
}2

↪→
(
m(k)?

1 ,C (k)?
1 ,T (k)?,m(k)?

2 ,C (k)?
2

)
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Ajustement sur les données de Virkler Statistiques des résultats obtenus

Quelques statistiques des résultats obtenus
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Modèles de propagation de fissure

Plan

1 Modèle PDMP pour la propagation de fissure
Pourquoi un modèle stochastique ?
Qu’est-ce qu’un PDMP?

2 Ajustement sur les données de Virkler
Ajustement par morceaux
Statistiques des résultats obtenus

3 Modèles de propagation de fissure
Modèle général
Principe d’actualisation

4 Simulations et validation du modèle
Modèle général
Principe d’actualisation

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 18 / 34



Modèles de propagation de fissure Modèle général

PDMP pour la propagation de fissures

∀t ≥ 0, Xt = (νt , ζt)

Espace d’états du mode

K =M×C de cardinal fini

Description du PDMP

à t = 0, ν0 = (m,C ) ∈ K et ζ0 = 9

1 - Evolution déterministe

∀0 ≤ t < T , ζt = φ(m,C)(0, 9, t)

avec P(T > s) = exp{−λ(m,C)s} et α = φ(m,C)(0, 9,T )
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Modèles de propagation de fissure Modèle général

Description du PDMP (suite)

à t = T−, νT− = (m,C ) et ζT− = α

2 - Transition aléatoire
saut du mode selon a(m,C),�Aα

:

νT = (m̃, C̃ ) ∈ K

1 bis - Nouvelle évolution déterministe

∀t ≥ T , ζt = φ(m̃,C̃)(T , α, t)

A.R. Modèle PDMP de prop. de fissure Journées MAS 2010 20 / 34



Modèles de propagation de fissure Modèle général

Loi initiale du mode
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Modèles de propagation de fissure Modèle général

Transition du mode
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Modèles de propagation de fissure Principe d’actualisation

Actualisation

Pour la fissure k , on dispose des l premières mesures

(N(k)
q , a(k)q )1≤q≤l

Principe d’actualisation ← modèle général modifié
On prend en compte les l mesures :

nouvelle loi initiale du mode
saut contraint au bout d’un temps ne dépendant que de ν0
nouvelle loi de transition
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Modèles de propagation de fissure Principe d’actualisation

Nouvelle loi initiale du mode
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Modèles de propagation de fissure Principe d’actualisation

Instant de transition forcée
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Modèles de propagation de fissure Principe d’actualisation

Nouvelle loi de transition
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Simulations et validation du modèle
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Simulations et validation du modèle Modèle général

Simulations

faisceau simulé (Card(K ) = 40) et données de Virkler
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Simulations et validation du modèle Principe d’actualisation

Faisceau simulé selon le principe d’actualisation

F (k) =
{
f (k)1 , . . . , f (k)100

}
où f (k)j : courbe simulée

Critère numérique : distance de Fk à la courbe k

D(F (k),« fissure k ») =
1

N(k)
Q

Q∑
q=l+1

d (k)
q
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Simulations et validation du modèle Principe d’actualisation
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Simulations et validation du modèle Principe d’actualisation
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Simulations et validation du modèle Principe d’actualisation

Validation croisée : leave one out

Modèle PDMP avec actualisation – Card(K ) = 20

pour 40% des fissures : D(F (k),« fissure k ») = 0
pour 70% des fissures : D(F (k),« fissure k ») < 1

pour 66% des fissures : d (k)
Q = 0
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Simulations et validation du modèle Principe d’actualisation

Faisceau de prédiction pour la fissure 67

D(F (67),« fissure 67 ») = 0.018
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Simulations et validation du modèle Principe d’actualisation
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