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Outline

@ Tester la Présence d'une Source
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Contexte : écoute coopérative de spectre

primary secondary

@ Un réseau sans fil primaire occupe le spectre en laissant des bandes
libres.

@ Un systéeme secondaire souhaite utiliser ces bandes inoccupées.
@ Les utilisateurs secondaires partagent I'information pour détecter les
bandes libres.
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Modele de signal

K= nombre de capteurs secondaires
N= nombre d'échantillons observés par chaque capteur

@ Hypotheése HO : Pas de signal. Chaque capteur secondaire k recoit
une série temporelle y(n) donné par :

Yi(n) = wi(n)

ot wy(n) ~ CN(0,02) est un bruit blanc gaussien.

@ Hypothése H1 : Présence d'un signal. Les observations s'écrivent :
yr(n) = hg s(n) + wi(n)

ou s(n) est un signal gaussien primaire et ou hy, est le gain du canal
entre |'émetteur primaire et le kéme capteur.
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Tester la Présence d'une Source

Objectif :
@ Proposer des fonctions de test pour détecter H1 vs. HO, et analyser
leurs performances en termes d'erreur de Type | et de Type Il

Difficulté :

@ Les parameétres 0, hq,...,hx sont inconnus. Le test de Neyman
Pearson ne peut pas étre implémenté.
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Tester la Présence d'une Source

Ici, il s'agit de :
O présenter le test du rapport de vraisemblance généralisé (GLRT),
© étudier ses erreurs de Type | et I,
© comparer au test de référence fondé sur le rapport des valeurs propres
extrémes (EER Test)
© établir que le GLRT est uniformément plus puissant que le EERT.

Contexte de I'analyse : K, N ont le méme ordre de grandeur
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Tester la Présence d'une Source

Ici, il s'agit de :
O présenter le test du rapport de vraisemblance généralisé (GLRT),
© étudier ses erreurs de Type | et I,

© comparer au test de référence fondé sur le rapport des valeurs propres
extrémes (EER Test)

© établir que le GLRT est uniformément plus puissant que le EERT.

Contexte de I'analyse : K, N ont le méme ordre de grandeur

L'étude de performances est fondée sur I'analyse asymptotique des
valeurs propres extrémes de matrices spiked.
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Rapport de vraisemblance généralisé (1/2)

Rassemblons toutes les observations yy(n) dans une matrice K x N
d’observation Y :

Y= [lﬁc(”)]k:l:}(, n=1:N
@ Sous HO, les éléments de Y sont i.i.d. EN(0,0?). La vraisemblance
s'écrit : N
po(Y;0%) = (mo?) M exp <—G2TrR> .

ou R= %YY* est la matrice de covariance empirique.
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Rapport de vraisemblance généralisé (1/2)

Rassemblons toutes les observations yy(n) dans une matrice K x N
d’observation Y :

Y= [yk(n)]kzl:K, n=1:N
@ Sous HO, les éléments de Y sont i.i.d. EN(0,0?). La vraisemblance
s'écrit : N
po(Y;0%) = (mo?) M exp <—G2TYR> .
ou R= %YY* est la matrice de covariance empirique.

@ Sous H1, les colonnes de Y sont i.i.d. GN(0,hh* + g2Ix) ol
h=[hy,...,hg]7 représente le canal (SIMO) entre |'émetteur primaire
et les K capteurs secondaires. La vraisemblance s'écrit :

pi(Yih,0%) = (" det(hh’ +0%T)) Y exp (~ N'Tx (R(bh* +0°Tx) 1))
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Rapport de vraisemblance généralisé (2/2)

Ici, 0,1 sont inconnus. Le GLRT rejette HO pour de fortes valeurs de la
statistique :

supy, g2p1(Y;h, 0?)
supg2po(Y;02)
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Tester la Présence d'une Source

Rapport de vraisemblance généralisé (2/2)

Ici, 0,1 sont inconnus. Le GLRT rejette HO pour de fortes valeurs de la
statistique :
Suph702p1(Y;h,O'2)
supg2po(Y;02)

Aprés quelques calculs classiques et connus, le GLRT revient a :

Rejeter HO lorsque la statistique :

. Amax
IN=ThrR
K

est supérieure a un certain seuil y

Ol Amax est la plus grande valeur propre (vap) de R := %YY*.
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Outline

© Etude de Performance
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Erreurs de Type | et de Type Il

Pour un seuil donné y, on définit :

@ La probabilité d'erreur de Type | Py[Ty > Y] comme la proba de
décider H1 lorsque HO est vraie,

@ La probabilité d’erreur de Type Il Pi[Tn < y|] comme la proba de
décider HO lorsque H1 est vraie.

(N.B. L'erreur de Type Il dépend de h et 0?)
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Courbe ROC (Receiver Operating Characteristic)

@ Les erreurs de Type | et Il dépendent du seuil V.

@ La courbe ROC (inversée) est I'ensemble des couples
(erreur Type l,erreur Type 1) pour tous les seuils possibles.

ROC :={(Po[Tn >V]|,P1[Tn <V]) : YER,} .

— fournit I'erreur de Type |l associée a une erreur de Type | fixée.
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Courbe ROC (Receiver Operating Characteristic)

@ Les erreurs de Type | et Il dépendent du seuil V.

@ La courbe ROC (inversée) est I'ensemble des couples
(erreur Type l,erreur Type 1) pour tous les seuils possibles.

ROC :={(Py[Tn > V], Pi[Tn <VY]) : YER,} .
— fournit I'erreur de Type |l associée a une erreur de Type | fixée.

@ Les erreurs de Type | et Il n'admettent pas d’'expression simple.
= On étudie la courbe ROC dans le régime asymptotique :

K —c €(0,1)

K —o, N—o

Interprétation : Grand nombre de capteurs K et fenétre
d'observation N “plut6t courte”.
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Comportement asymptotique de 7' sous HO

Rappelons que R := %YY* ot Y a des entrées i.i.d. GN(0,0?).

@ Amax converge vers le bord droit du support de Marcenko-Pastur

(sous HO)
Amax

o’(1++/¢)?

—00
@ Par la loi des grands nombres,

1
‘TR (sous HO) o2
K N —o0

Ama
1

@ Par conséquent, Ty = % R converge vers

= (1++/e)?
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Etude de Performance

Comportement asymptotique de T sous H1 (1/2)

‘ 2

Définissons le Rapport Signal-sur-Bruit (RSB) par p := b

o
Hypothese : p > \/c.
Sous H1, les colonnes de Y sont iid CN(0,hh* + 0%I) :
Y = (hh*+ 0%Ix)"* Xcon ot Xi,; % €N(0,1)
oyi+p
=U ‘ - U*X , ou Ugyx unitaire

o

= Le spectre de R = %YY* est régi par un modele spiked.
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Comportement asymptotique de T sous H1 (2/2)

@ Si p > /¢, Amax converge hors du bulk de MP [Baik-Silv-06]

Ao (sous H1) 0_2(1+p) <1+C> ‘
N p

—00
@ La convergence de la trace reste inchangée :

1
“ TR (sous H1) o2
K N—o0

Ama
1

@ Par conséquent, Ty = % R converge vers :

Ak = (1+p) <1+ ;) :
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Retour a I'analyse de la courbe ROC

Comme Ty 2% A+, Py[Tn >y est un événement rare quand y > A ™.

H1 L,
Comme Ty — Agpk, P1[Tn <] est un événement rare quand y < Agpk.
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Etude de Performance

Retour a I'analyse de la courbe ROC

Comme Ty 2% A+, Py[Tn >y est un événement rare quand y > A ™.

H1 L.
Comme Ty — Agpk, P1[Tn <] est un événement rare quand y < Agpk.
Notre travail a été de montrer que :

Po[Ty >y =~ e~ NVéo(y)
Pl[TN < V] . e—N51(V) .
L’ensemble des couples (Eo(y),E1(Y)) forme la courbe des exposants

d’erreur
Elle peut &étre interprétée comme une courbe ROC asymptotique.
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Résultat principal

Sous I'hypothése HO (resp. H1), Ty satisfait un principe de grandes
déviations a I'échelle N de fonction de taux &y (resp. 1) donnée

En particulier, on prouve :

1
NlogPO[TN >y — —&o(y)

1
NlogPﬂTN <yl —= =&y .
1. pour tout y> A", obl F(z) =log(z)+ Llog(1+ cf (z)) +log(1 +F(2)) +af (2)f (z),
oli f(z) est la transformée de Stieltjes de la loi de MP et f(z) = —2~1(1+ ¢f(z))~!
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Outline

© Comparaison a un test de référence
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Extreme Eigenvalues Ratio (EER) Test

Dans le contexte de I'écoute coopérative de spectre, la statistique
Uy = ’)‘\ma" a fait I'objet d’une attention particuliére.

min

EERT = Rejeter HO quand Uy est supérieure a un seuil.

Nous évaluons la courbe des exposants d'erreur de Uy et comparons a Tly.
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Ve
Résultat

@ Résultat : La courbe des exposants d’erreur pour Uy est donnée par
As
{(To(t),l1(t)): t € ((1 \f) a \F}li )} ol

inf{eo(x)w*(y) : g:t}
1nf{ () +e ) : 2

Fo(t)

ri(t)

avec & (y) =y~ (1= /@)* ~ (1 - &) log (=5 — 2¢(F~ ()~ F~((1 - V©)2))
vy € (0,(1-/¢)?).

@ On prouve en outre que : quels que soient 0,h, la courbe des
exposants d'erreur de Ty domine uniformément celle de Uy.

Autrement dit, le test Ty est uniformément plus puissant que le test
Un pour N suffisamment grand.
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[[lustration
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Courbe d’exposants d’erreur associée 3 T (Test 1) et a Uy (Test 2).
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Comparaison a un test de référence

Conclusion

@ Nous avons étudié le probleme de la détection de bandes libres en
environnement bruité.

@ Nous avons évalué la courbe des exposants d'erreur associée au
GLRT. Notre analyse repose sur I'obtention d'un PGD gouvernant la
plus grande vap de matrices aléatoires qui suivent un modele “spiked”.

@ Nous avons prouvé que le GLRT est uniformément plus puissant le
EERT souvent utilisé dans le contexte de la radio cognitive.
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