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Premiere partie :

Contexte et Premiére modélisation
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Réseau électrique

e On considére un réseau électrique assimilé a un cable de longueur d
et des accessoires

e On s'intéresse aux pannes sur le réseau.
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Pannes : 2 origines possibles

e Panne sur le cable lui-méme =- On retire la partie de cible
endommagée et on remplace cette partie en la reconnectant par
deux accessoires = + 2 accessoires

e Panne sur un accessoire = On retire |'accessoire en cause et on
remplace cette partie en la reconnectant par deux accessoires = + 1
accessoire

Hypothése : ces opérations ne modifient par la longueur du cable
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Observations. Notations

e Observations : Ty,..., T, instants de pannes sur une période fixée
At
e Z; : origine de la ji-éme panne : mal ou non observée

e Z; =1 si la panne a lieu sur un accessoire
e Z; = 2 si la panne a lieu sur le cable

e Np : nombre d'accessoires au début de I'étude : inconnu

e N; : nombre d'accessoires au moment de la i-éme panne (i-éme
panne incluse)

Ni:NO+ZZj

=1

e Notations : Z;.; = (217. L Z) et Ty = (T17 . T,'),
2i=(41,... 21,241, - -
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Modélisation des instants de pannes

Pannes : juxtaposition des deux types de pannes

Le temps entre deux pannes sur le cable suit une loi exponentielle
de paramétre proportionnel a la longueur du cable : A.d

Le temps entre deux pannes sur les accessoires suit une loi
exponentielle de paramétre proportionnel au nombre d'accessoires
présents sur le segment : A, N;

Conséquence : le temps entre deux instants de panne suit :

Tii—Ti ~ min(€(\ed), & (aN;))
~ & (Aed + AN;) (1)

avec Tg =0
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Modéle bayésien

Modéle hiérarchique :

T — T ~ E(ed + AN))

N; = /Vo+2§:121
P(Zi = 1No, Mo A, Z1ic1) = et
P(Zi = 2|No, Moy Aes Z1im1) = ot
Aa ~ s, Ba)
Ac ~ (oe, Be)

Objectif : loi a posteriori de 8 = (\,, Ac) = algorithme de Gibbs
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Vraisemblance compléte
U Tin Z1al0) = [[UTiTix, Zui1,0)6(Zi|Z1i-1,6)
i=1
= JJOed+XaNi 1) exp[—(Aed + XaNi1)(Ti = Ti-1)]
i=1
AaNioy )57 Aed \E
(AaNi—1+d)\c> <>\aNi—1+d)\c)
= expl-AedTa] (Aed)*=#) exp [-A,Sa] (Aa)*) T N7
i=1
avec

S$1(Z1n) = Z]Iz,-:l, S2(Z1n) = Zﬂzizz Sn = Z Ni—1(T; — Tiz1)
i—1 i—1 i—1
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Algorithme de Gibbs

A l'itération k
1. AY ~ (| Toom, AT, 2D )
2. A (¢ Toeny AP, ZED) | )

3. Pouri=1...n, Zi(k) ~ 7T(| Tin, )\Eak)a )\t('_'k)7 Zl(ljlla Zl(:;ll;)’ NO)
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Algorithme de Gibbs

A l'itération k
1oAY~ (| Tmy AT, 20 )

(Aa] Tem, XD, ZED NG o (T, Z8E710)m(Ma)
o e*>\asn )\fl(zlzn ))
(Aa)aafle*BaAa

2. A~ (T A, ZE57Y, o)
3. Pour i=1...n, Z" ~ m(-| Tum, A A0 2 700D gy
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Algorithme de Gibbs

A |'itération k
1A~ (| Tn, AETY, 2070 )

T + Si(Z5Y ﬁa—i—ZN(k V(T = Tis1))

2. A9 (| Tom A, 28D )
3. Pouri=1...n, Z" ~ m(| Tra, A9, 000, ZH)  Z0CD) )
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Algorithme de Gibbs
A l'itération k
1. A~ 7 Taam, AT, ZED )

) T (s + S1(Z5Y) @,+ZN NT; = Tily))
2. M~ (| T, A9, ZE5, o)

7(Ae| Tam, A, ZEY N o 4 Tam, Z57D10) (M)
x e tedTn )\fz(zﬂ‘,,_l))
()\C)O‘c_le_ﬁc*c

3. Pouri=1...n, Zi(k) ~ ﬂ—(| Ti:n, )\gk)y )\(ck)a Zl(lj)717 Zl(+1 n)7 NO)
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Algorithme de Gibbs
A l'itération k
1oAY~ (| Ty AT, 20D )

) T (s + S1(Z5Y) @,+ZN NTi—Ti1))

2. AW o ( Tony AP, ZED | )

MO~ ae + $(Z50), B + dT)

3. Pouri=1...n, Z" ~ a(| Trn, A9, 000, 2 Z0D) )

Construction d'une loi a priori sur Ng
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Algorithme de Gibbs
A l'itération k
1. A~ (o T, AT, ZEY )

)~ Mas+ S (ZED) ﬂa—i—ZN NTi— Tis1))

2. A9~ (| Trn, AP, Z{f;”, No)

~ ae + S2(Z%), Be + dT,)

3. Pouri=1...n, Zi(k) ~ 7T(| Ti:n, )\gk)’ )\S:k)7 Zl(lj)flv Zl(+1 n)v NO)

e On évalue ¢(T1:n, Z1:n|0) pour Z,.(k) =1et Z,.(k) =
e On tire au hasard Z,.(k) =1 ou 2 avec les probabilités renormalisées

Construction d'une loi a priori sur Ng
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A propos de N

e En pratique : I'état au début de I'étude Np est inconnu mais |'état a
la pose du segment N_, est connu

Pose du segment

B B

v

—H——1—n i

Début de I'étude

b

e Solution utilisée en pratique : Ny fixé & N_,, = sous-évalué




[llustration numérique

o Simulation de 100 jeux de données avec A\, = 9.107% , A\, =2.1077,
d = 1000, Ny = 30, n = 300 instants de pannes.

s $ 58888

e Implémentation de I'algorithme de Gibbs avec le vrai Ny et un Ny

sous estimé (/4). 20000 itérations.
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[llustration numérique : convergence de |'algorithme
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Fig.: Trajectoire des itérations de A\, et Ac avec Np connu et Ng sous-estimé
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lllustration numérique : influence de Ny
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Fig.: Densité des estimateurs )\a( - E[)\a|T1(f1)] et )\c( - E[)\C|T1(ﬁ,)] obtenus
sur 100 jeux de données avec 20000 itérations. En rouge, Np supposé connu.
En bleu, No inconnu fixé a la vraie valeur /4



[llustration numérique : conclusion

o Influence de Ny sur I'estimation de A, et A : non négligeable.

o Solution naive : mettre une loi a priori uniforme sur N : premiére
étude faite par J-M Marin montre de mauvais résultats (nécessité
d’'avoir des lois a priori trés trés informatives)

e Objectif : construire une loi a priori sur Ny mieux adaptée au
probléme
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Deuxiéme partie :

Construction d'une loi a priori sur Ny
Utilisation d'arbres aléatoires
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Le processus de pannes vu comme un processus de
branchement avec immigration

[en collaboration avec B. Haas (Cérémade) |

e N issu d'une succession de pannes/réparations ayant eu lieu entre la
pose du segment et le début de I'étude (25 ans?) = Ny est le
nombre asymptotique d'accessoires

e N_, : nombre d'accessoires a la pose du segment

e N, : nombre d'accessoires a l'instant t > 0
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e Panne sur un accessoire = remplacement d'un accessoire par 2 =

"division cellulaire"

e Panne sur le cable = ajout de deux accessoires = "immigration"

r Ng
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Question

Quelle est la loi limite d'un processus de division avec immigration ayant
pour nombre initial N_.. ?
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Comportement asymptotique du nombre d'accessoires :
Etape 1

Les N_, accessoires présents a la pose donnent chacun naissance a un
processus de Yule (division en 2) de paramétre \,. Ces processus sont
indépendants.

Comportement asymptotique d'un processus de Yule

e Soit X; le nombre de particules/cellules dans un processus de Yule
tel que Xo = 1 de paramétre \,. Alors e~*=t X, converge en loi vers
une (1,1).

e Soit X; le nombre de particules dans un processus de Yule tel que
Xo = N_.. de paramétre \,. Alors e =X, converge en loi vers une
MN_o,1).
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Etape 1 : Idée du preuve

On note X; le nombre de particules dans un processus de Yule tel que
Xo = 1. Fonction génératrice ¢(s, t) = E[s%¢]
e On note
Qij(h) = P(Xewn = j|Xe = i) Qn(t) = P(Xen = n|Xe = 1)
On a alors Q(t) = =\, Qn(t) + XaQ2. (1) et

a o0
aqﬁ(s, t) = —Xao(s, t)+ A, Z s"Qa,n(t)

n=1

OrVi>1:3% skQin(t) = [, s"Qu(t)] = (s, 1)’

e D'on

%qﬁ(s, t) = Xao(s, t)(P(s,t) — 1)  with  ¢(s,0) =1
Soit

P(s,t) = [1— etet(1— 571)]
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Etape 1 : Preuve (suite)

e On en déduit la loi limite de e~ *«tX; si on part d'une seule particule

e On considére la fonction génératrice des moments par exemple

lim E[efe %] = Jim o(e” " 1)
el
= lim [1-eMf(1—er ™
1
T 1-9

On reconnait la fonction génératrice des moments d'une loi I de
paramétre (1,1)
e Sion part de N_, particules (accessoires), la loi limite est

f M(1,1) = M(N_s.1)
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Comportement asymptotique du nombre d'accessoires :
Etape 2, avec immigration

Proposition

Soit N; un processus de Yule de paramétre A, avec immigration (de taux

Acd) avec pour valeur initiale 0.
e =t N, conver loi d d I'infini
t ge en lol quand t tend vers ['inTini vers

o0
Z Pk Yk
k=0

avec ; )
Ac
Ye ~iid. T(k+p,1), pe= e p=
k! Aa

(mélange infini de loi I avec pondération du type "Poisson")
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CONVEIZENCE | 0n age-dependent branching processes with immigration, Ron Shorkviler, Comp. & Maths. with

Applis, 6, 280-206,(1980)]
Preuve repose sur la décomposition des probabilités.

e P,(t) probablité qu'il y ait n particules a I'instant t.

o v (t) probabilité qu'il y ait eu k binomes de migrants dans
I'intervalle [0, t).

nlk(t) probabilité d'avoir n particules a I'instant t sachant que k

bindmes de migrants sont arrivés dans I'intervalle [0, t).

o Upn(t) probabilité qu'un bindme de migrants donne naissance (par
branchement) & m particules a I'instant t sachant que le binome a
immigré durant I'intervalle [0, t).

Alors

Pn(t) = n\O +ZPn|k Vk

Po(t) = D Ua(t)... Up(t)

i1+ +lk n
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Convergence (suite)
e On en déduit

U(s,t) = E[s™]

= w()+>_ "> w(t) D Uy(t)...
n=0 k=1 it ig=n
o0 oo k
= > wlt) (Z s”U,,(t))
k=0 n=0
J(s,t)k
e k
k=0 ’

e—AcdteAcdtJ(s,t)

2d,
e On montre que J(s, t) fo (s,t—1))*%

e On en déduit I'expression de (s, t) et Ie comportement
asymptotique de e~ =t N,

ne loi a priori sur Ng

Uik (t)



Construction d'une loi a priori sur Ng
0000000000

Loi asymptotique du nombre d'accessoires

Proposition

Soit N; un processus de Yule de paramétre A, avec immigration (de taux

Acd) avec pour valeur initiale N_
e *=t N, converge en loi quand t tend vers |'infini vers

M(N-oo,1) + Zpk Y

avec . d
A
Yk ~iid. r(k—i—p,l)’ pk:efpp— p= c

Kl X

(mélange infini de loi I avec pondération du type "Poisson")
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Troncature
Dessin de la densite en fonction de la troncature
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Modéle bayésien

On note A_, le temps passé entre la pose du réseau et le début de
I'étude

-ri+1 - -ri|)\a7 )\Cy Zl:n; NO ~ & ()\cd + )\aNi)

Ni = Mo+,
AalV;_
P(Zi = 1|N07)\a7>\67 Zl:ifl) = m
P(Zi - 2|N07 )\aa )\57 Zl:i—l) - Wﬂdh
No|Ac, Aa ~  eMB-T(N_g,1)
fetebow S T (k + 2ed, 1)
Aa ~ r(aa,ﬁa)

)‘C ~ r(ac7ﬁc)
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Estimation. Algorithme de Gibbs

Conséquences : les lois de A, et A. ne sont plus explicites = utilisation
de marches aléatoires pour |'estimation (Metropolis-Hastings)

A l'itération k
1. e log)§ = log AYD 4 1.
e Candidat accepté avec probabilité telle que
W(Aa\Nék_1)7 Z5 Ty A% Y)Y soit loi stationnaire
2. o log \S = log Ak 2.
° Candldat accepte avec probablllte telle que
w(Ae |N 1(,,, Taom A ) soit loi stationnaire
3. Pouri= 1...
e simuler Z,.(k) ~ p101 + p202 comme précédemment décrit.
o Mettre a jour N¥ = n{<=1) 4 ZJ’::1 ZJ-(k)

4. o N§ =N +0.
° Candldat accepte avec probabilité telle que
7(No| Z¥), Tan, A9, ALY soit loi stationnaire
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[llustration numérique
On reprend les 100 jeux de données précédents et on estime Np.

a, Ng estime e, Ng estime

1.0e-05

1e-07 2e-07 3e-07 4e-07

6.0e-06

T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Fig.: Trajectoire des itérations de X\, et A. avec Np estimé
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lllustration numérique (2)

0et00  3et05
|

T T T T T
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Fig.: Densité des estimateurs )\a( - E[/\,-,,|T1(:kn)] et )\c( - E[)\C|T1(:‘;)] obtenus
sur 100 jeux de données avec 20000 itérations. En rouge, No supposé connu.
En bleu, No inconnu fixé a la vraie valeur /4, en magenta, Np estimé
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Conclusion. Reste a faire

e Construction d'une loi a priori adaptée au probléme avec des outils
complexes.

e Mettre en évidence la pertinence de notre prior sur une uniforme

e Tests sur données réelles
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