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Goal: 
present level set methodology, and applications to image processing (classical 
stuff) and fluid-structure (more recent stuff)
try to emphasize applications to biology

Interfaces appear from different view-points

numerical tools to represent, identify structures
or 
physical, material “active” elements
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First case: “virtual” interfaces
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Second case: material interfaces

2+
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Mixing of virtual and physical interfaces geometrical and physical modeling 
for image synthesis
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Outline :

lecture 1 : general definitions, geometrical properties, surface integrals

lecture 2 : image processing 1: diffusion models and curvature motion

lecture 3 : image processing 2 : contours and snakes

lecture 4 : fluid-structure interaction: membranes and biological vesicles

lecture 5 : fluid-structure interaction: general case and elastic cells

lecture 6 : dealing with stability and collisions
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Interface tracking vs interface capturing

Interested in material - or lagrangian - interfaces moving with a given velocity u

!(T)

!(T+ "T)

X(T)

X(T+"T)
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Two kinds of interface representation:

•explicit parametrization coupled with motion of individual markers on surface : 
interface tracking

•implicit representation and solution of a PDE “everywhere”: interface capturing

interface tracking requires interpolation, “surgery” and topology decisions
level set models avoid these problems (to some extent)  but are less intuitive.
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Level set method (implicit surface method):

Theorem: 
if Γ(t) is the level set of a smooth scalar function Φ  (Γ(t)= { Φ(•,t) = 0} ) and if Φ 
satisfies
Φt + (u•∇)Φ =0, 
then Γ(t+Δt)= { Φ(•,t+Δt) = 0}

Proof: 
if dX/dt=u(X,t),  d/dt(Φ(X(t),t)=0 and Φ(X(t),t) = 0 ⇒ Φ(X(t+Δt),t+Δt) = 0

Consequence: material interface can be captured as time evolution of a given 
level set for the solution of an advection PDE.
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Question: what kind of geometrical information can be retrieved 
from Φ (if possible in a simpler way than a parametrization)



Important remark: interface motion defined up to any tangential velocity:

Equivalent equation for Φ:

Φt + u.n(n•∇)Φ =0

or

Φt + v |∇Φ| =0 : Hamilton Jacobi equation
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First information: normal to the interface given by the gradient of the level set function

unit normal vector : n=∇Φ/|∇Φ|

Second information: curvature given by the divergence of the normal: 

κ= div n 

450 CHANG ET AL.

sion are taken into account. The equations governing the The fluid interface ! corresponds to the zero level set
of ". We will show that the evolution equations can bemotion of unsteady, viscous, incompressible, immiscible

two-fluid system are the Navier–Stokes equations. In con- reformulated as
servation form, the equations are

#(ut $ % & uu) ' (%p $ #g $ % & (2!D)
#(ut $ % & (uu)) ' (%p $ #g $ % & (2!D), (1)

$ )*(")%""("), (8)
where u is the velocity, and # and ! are the discontinuous

+
+t

" $ u & % & " ' 0, (9)density and viscosity fields, respectively. D is the rate of
deformation tensor, whose components are Dij ' !"(ui, j $
uj,i). The density and viscosity are purely convected by the

where "(") is a one-dimensional Dirac delta function andfluid velocity:
" is chosen in such way that %" is in the outward normal
direction when evaluated on !. The curvature *(") can+

+t
(#) $ % & (u#) ' 0, (2) be expressed by " and its derivatives

+
+t

(!) $ % & (u!) ' 0. (3)
*(") ' (

"2
y"xx ( 2"x"y"xy $ "2

x"yy

("2
x $ "2

y)3/2 . (10)

These equations are coupled to the incompressibility con-
dition Assume that we have chosen the initial level set function

such that " , 0 defines region 1 of the fluid and " - 0
% & u ' 0. (4) defines region 2. Further, we assume that #1 and #2 are the

constant densities in region 1 and region 2, respectively,
Denote the stress tensor by .(x), which is given by and !1 and !2 are the constant viscosities in region 1 and

region 2, respectively. Then we have # ' #1 $ (#2 (
#1)H("), where H is the Heaviside function that satisfies.(x) ' (pI $ 2!D, (5)
H(x) ' 1 for x - 0 and H(x) ' 0 for x , 0. Similarly we
have ! ' !1 $ (!2 ( !1)H("). The evolution equationswhere I is the identity matrix, D is the deformation tensor,
can be solved either by a projection method or by a vortic-and p is the pressure. We let ! denote the fluid interface.
ity-based method. The convection terms can be approxi-The effect of surface tension is to balance the jump of the
mated by high order ENO schemes [17] or by other highnormal stress along the fluid interface. This gives rise to a
order Godunov schemes. Apparently, this level set formu-free boundary condition for the discontinuity of the normal
lation works for both two-dimensional and three-dimen-stress across ! [12, 14]
sional problems. There are no additional complications to
extend the method to three-dimensional problems.[.ijnj]!! ' )*ni , (6)

This formulation, after we regularize the delta function,
is very similar to the one obtained by Brackbill et al. [9],where [p] denotes the jump of p across the interface, * is
except for the reconstruction of density and viscosity fromthe curvature of !, ) is the surface tension coefficient, and
the level set function. Sussman et al. used our formulationn is a unit outward normal vector along !. Note that in
(8) and obtained interesting results in their study of gasthe case of inviscid flows, the above jump condition is
bubbles in water with a coarse grid and a large densityreduced to
jump [32]. One should note that only the zero level set is
physically relevant. We have a lot of freedom in extending[p]!! ' )*. (7)
the level set function outside the interface. Later, we will
exploit this freedom in our formulation to introduce certainIn this case, the effect of the surface tension is to introduce
re-initialization of the level set function. This helps pre-a discontinuity in pressure across the interface proportional
serve mass conservation and keep the thickness of theto the (mean) curvature.
interface non-diffusive in time.Our level set formulation is based on the following ob-

servation. The effect of surface tension can be expressed
in terms of a singular source function which is defined by 2. DERIVATION OF THE LEVEL SET FORMULATION
our level set function. This and other similar ideas have
been used by several authors in the literature; see, e.g., Here we give a derivation of the weak equivalence be-

tween the level set formulation and the original free bound-[10, 28, 9, 35]. Let us denote by " the level set function.
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links with conservation laws:

consider 1-D case: Φt + H(Φx)=0

set u=Φx

and differentiate HJ equation: 

ut + H(u)x = 0.

consequence: singularity in Φx (kinks) can arise.

can expect strong variations in level set slopes
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many questions involve computing surface integrals on the interface

->  how to do that with a level set representation (without using a surface explicit 
parametrization) ?

simplest answer : regularize interface and rely on volume integrals

Theorem:

Let ζ a 1-D, even, mollifying function such that 

4.5 Approximation des mesures surfaciques

Comme de coutume dans la méthode de frontière immergée, la force élastique qui est concentrée
sur la membrane doit être transforméee en une force volumique dont le support est localisé sur un
voisinage de l’interface. Dans notre approche eulérienne, la proposition ci-dessous permet de déterminer
une approximation volumique d’une mesure de Dirac portée par une courbe :

〈δΓ, f〉 =
∫

Γ
fdσ, f ∈ Cc(Rd)

Proposition 9 Soit r → ζ(r) une fonction C∞ à support dans [−1, 1], telle que r → 1
εζ( r

ε) converge
vers δ0 au sens des distributions. Alors sous l’hypothèse (Hφ), lorsque ε → 0,

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
|∇φ| ⇀ δ{φ=0} dans M(Rd)

Démonstration. Pour une fonction continue g(r), on a par hypothèse
∫ +∞

−∞
ζ(x) dx = 1

lim
ε→0

∫

R

1
ε
ζ

(r

ε

)
g(r)dr = g(0).

Appliquons ceci, pour une fonction f ∈ Cc(Rd), à

g(r) =
∫

{φ=r}
fdσ

On a donc
lim
ε→0

∫

R

1
ε
ζ

(r

ε

) ∫

{φ=r}
fdσdr =

∫

{φ=0}
fdσ

soit
lim
ε→0

∫

R

∫

{φ=r}

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
fdσdr =

∫

{φ=0}
fdσ

Or d’après le support de φ, et le lemme 1,
∫

R

∫

{φ=r}

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
fdσdr =

∫ ε

−ε

∫

{φ=r}

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
fdσdr =

∫

|φ(x)|<ε

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
f |∇φ|dx

=
∫

Rd

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
f |∇φ|dx

on a donc finalement pour tout f ∈ Cc(Rd),

lim
ε→0

∫

Rd

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
|∇φ|f(x)dx =

∫

{φ=0}
f(x)dσ.

!
On voit donc qu’une approximation volumique raisonnable de δ{φ=0} est donnée par

|∇φ|1
ε
ζ

(
φ

ε

)

On se reportera néanmoins au paragraphe sur l’implémentation numérique de ces méthodes pour
veiller à employer cette convergence mathématique de telle sorte qu’elle ait un sens numériquement.
En particulier il faudra veiller à ce que la largeur d’interface reste constante au cours du calcul.
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Proof:
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need to check that 
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On voit donc qu’une approximation volumique raisonnable de δ{φ=0} est donnée par
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On se reportera néanmoins au paragraphe sur l’implémentation numérique de ces méthodes pour
veiller à employer cette convergence mathématique de telle sorte qu’elle ait un sens numériquement.
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Lemma : 

Dans le cas d’un champ incompressible (div u = 0), on peut montrer que |∇φ| vérifie la même
équation que e. En effet

|∇φ|t =
∇φ ·∇φt

|∇φ| et ∇φt = −t[Du]∇φ− [D2φ]u

Donc
∇φ ·∇φt = −t∇φt[Du]∇φ−t∇φ[D2φ]u = −t∇φ[Du]∇φ−t∇φ[D2φ]u

Or t∇φ[D2φ] = 1
2∇|∇φ|2 = |∇φ|∇|∇φ| d’où

|∇φ|t + u ·∇|∇φ| = −|∇φ|
t∇φ[Du]∇φ

|∇φ|2 (12)

Le résultat est obtenu en vérifiant que lorsque div u = 0, t∇φ[Du]∇φ = −t∇×φ[Du]∇×φ.
Si l’on peut déterminer φ0 vérifiant |∇φ0| = e0 alors e = |∇φ|. Cette construction est possible par

exemple lorsque e0 est constant dans Ω : dans ce cas il suffit de prendre pour φ0 la fonction distance
signée à Γ0 multipliée par e0. Il n’est donc pas nécessaire, théoriquement, de résoudre l’équation en e
dans ce cas car toute l’information est contenue dans φ.

De manière plus intrinsèque

Lemme 3 Soit φ : Rd → R lipschitzienne sur Rd et telle que inf ess |∇φ| > 0. Soit g : Rd → R
intégrable. Alors pour η > 0,

∫

|φ(x)|<η
g(x)dx =

∫ η

−η

∫

φ(x)=ν
g(x)|∇φ|−1dσdν

Démonstration. Dans [21], proposition 3 page 118, il est montré sous ces hypothèses que

d

ds

(∫

φ>s
g(x)dx

)
= −

∫

φ=s
g|∇φ|−1dσ p.p. s

Le résultat ci-dessus s’en déduit facilement en posant s = −t et en prenant φ et −φ dans cette formule
puis en ajoutant les deux nouvelles identités. On les intègre alors de −η à η.

Une démonstration plus intuitive est de décomposer au voisinage de x le volume dx sous la forme
dx = dσ × dh, où dh est compté suivant la normale ∇φ

|∇φ| et on remarque que

ν ± dν := φ(x ± dh
∇φ

|∇φ|) = φ(x) ± dh|∇φ| + O(dh2)

d’où dx = |∇φ|−1dσdν. !
En faisant l’hypothèse de régularité suivante sur les lignes de niveau de φ,

(Hφ) ∀t ∈ [0, T ],∀f ∈ Cc(Rn), s →
∫

{|φ(x,t)|<s}
f(x)dx est C1 au voisinage de s = 0

nous avons le résultat suivant :

Proposition 8 Soit u : Rd×[0, T ] → Rd de classe C1 avec div u = 0 et φ solution C1 de φt+u·∇φ = 0,
φ = φ0 avec |∇φ| ≥ α > 0 et vérifiant (Hφ) Alors pour toute fonction f continue à support compact,

∫

{φ0(ξ)=0}
f(ξ)|∇φ0|−1(ξ)dσ(ξ) =

∫

{φ(x,t)=0}
f(X(0;x, t))|∇φ|−1(x, t)dσ(x) (13)

ce qui signifie que |∇φ|/|∇φ0| représente la variation de mesure surfacique de Γt par rapport à Γ0.
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g = ζϵ f |∇ϕ|  gives the answer.
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set s=η then use for ϕ and -ϕ, integrate and sum.
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Other proof by change of variables using a transverse function ψ
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To be effective, regularization requires the control of the slope |∇ϕ|:

•if |∇ϕ| is too small, too much smearing
•if |∇ϕ| is too large, needs many grid quadrature points to capture interface 

de φ pour tout temps intervient, et la norme de son gradient, à condition qu’elle ne s’annule pas,
importe peu. Par contre dès que l’on veut se servir de φ pour mesurer une distance à l’interface afin
d’y localiser une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que φ soit une distance pour
tout temps. D’ailleurs on a même montré dans le cas d’une structure de codimension une que |∇φ|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sûr a priori que
|∇φ| "= 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son gradient vaut 1 partout
où il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La première consiste à redresser
φ en une distance à chaque pas de temps. Ceci peut être fait par exemple en résolvant l’équation
d’Hamilton-Jacobi suivante

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)(|∇φ|− 1) = 0. (32)

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de l’hyperbolicité de cette équation, le
redressement de φ est propagé à partir de φ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations pour avoir
|∇φ| ≈ 1 au voisinage de φ = 0. En effet, l’équation ci-dessus peut être écrite comme une équation de
transport avec second membre :

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)

∇φ

|∇φ| ·∇φ = −sgn(φ0). (33)

Ainsi les caractéristiques sont issues de φ0 = 0 et perpendiculaires à cette interface. On peut effecti-
vement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction initiale (i.e.
{φ = 0} = {φ0 = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déjà qu’il faut résoudre cette
équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement un petit déplacement de l’in-
terface [20]. D’autre part on perd les informations mécaniques (étirement) contenues dans ∇φ, si bien
qu’il faut réinitialiser cet étirement à chaque pas pour pouvoir continuer à utiliser la méthode décrite
dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste à transporter φ en dehors de l’interface de manière à ce que l’on ait
toujours |∇φ| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs d’après une idée
d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par Delfour et Zolésio, consiste
déterminer φ comme la solution de

φt(x, t) + (u ·∇φ)(x− φ∇φ(x), t)) = 0

ce qui revient à l’équation de transport sur l’interface, et dont la solution est toujours une fonction
distance, si la fonction initiale l’est. Malheureusement cette équation est non locale et délicate à utiliser
numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de l’étirement de la structure qui du coup
n’est plus porté par φ.

Nous avons choisi de conserver φ sans reinitialisation à une distance, de sorte qu’il porte une
information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer à partir de φ la distance à {φ = 0}.
Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(x, t) désigne la distance signée à la courbe
{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) = ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) = ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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Other method: 
solve |∇Φ|=1
with upwind differencing
and propagate solution 
from the lowest values 

(fast marching method)

upwind differencing

allows to propagate u form low values (0 at the interface), to larger values 
(outward). 
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sketch of fast marching algorithm
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Advantages: 
distance to the interface is a nice information
makes the level set function better behaved for numerical approximations (e.g. to 
compute curvature)

Drawback : 
moves the level sets (volume loss)



24

Other approach: observe that Φ/|∇Φ| approximates the distance function, close to 
the interface

de φ pour tout temps intervient, et la norme de son gradient, à condition qu’elle ne s’annule pas,
importe peu. Par contre dès que l’on veut se servir de φ pour mesurer une distance à l’interface afin
d’y localiser une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que φ soit une distance pour
tout temps. D’ailleurs on a même montré dans le cas d’une structure de codimension une que |∇φ|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sûr a priori que
|∇φ| "= 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son gradient vaut 1 partout
où il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La première consiste à redresser
φ en une distance à chaque pas de temps. Ceci peut être fait par exemple en résolvant l’équation
d’Hamilton-Jacobi suivante

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)(|∇φ|− 1) = 0. (32)

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de l’hyperbolicité de cette équation, le
redressement de φ est propagé à partir de φ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations pour avoir
|∇φ| ≈ 1 au voisinage de φ = 0. En effet, l’équation ci-dessus peut être écrite comme une équation de
transport avec second membre :

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)

∇φ

|∇φ| ·∇φ = −sgn(φ0). (33)

Ainsi les caractéristiques sont issues de φ0 = 0 et perpendiculaires à cette interface. On peut effecti-
vement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction initiale (i.e.
{φ = 0} = {φ0 = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déjà qu’il faut résoudre cette
équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement un petit déplacement de l’in-
terface [20]. D’autre part on perd les informations mécaniques (étirement) contenues dans ∇φ, si bien
qu’il faut réinitialiser cet étirement à chaque pas pour pouvoir continuer à utiliser la méthode décrite
dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste à transporter φ en dehors de l’interface de manière à ce que l’on ait
toujours |∇φ| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs d’après une idée
d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par Delfour et Zolésio, consiste
déterminer φ comme la solution de

φt(x, t) + (u ·∇φ)(x− φ∇φ(x), t)) = 0

ce qui revient à l’équation de transport sur l’interface, et dont la solution est toujours une fonction
distance, si la fonction initiale l’est. Malheureusement cette équation est non locale et délicate à utiliser
numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de l’étirement de la structure qui du coup
n’est plus porté par φ.

Nous avons choisi de conserver φ sans reinitialisation à une distance, de sorte qu’il porte une
information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer à partir de φ la distance à {φ = 0}.
Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(x, t) désigne la distance signée à la courbe
{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) = ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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de φ pour tout temps intervient, et la norme de son gradient, à condition qu’elle ne s’annule pas,
importe peu. Par contre dès que l’on veut se servir de φ pour mesurer une distance à l’interface afin
d’y localiser une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que φ soit une distance pour
tout temps. D’ailleurs on a même montré dans le cas d’une structure de codimension une que |∇φ|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sûr a priori que
|∇φ| "= 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son gradient vaut 1 partout
où il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La première consiste à redresser
φ en une distance à chaque pas de temps. Ceci peut être fait par exemple en résolvant l’équation
d’Hamilton-Jacobi suivante

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)(|∇φ|− 1) = 0. (32)

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de l’hyperbolicité de cette équation, le
redressement de φ est propagé à partir de φ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations pour avoir
|∇φ| ≈ 1 au voisinage de φ = 0. En effet, l’équation ci-dessus peut être écrite comme une équation de
transport avec second membre :

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)

∇φ

|∇φ| ·∇φ = −sgn(φ0). (33)

Ainsi les caractéristiques sont issues de φ0 = 0 et perpendiculaires à cette interface. On peut effecti-
vement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction initiale (i.e.
{φ = 0} = {φ0 = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déjà qu’il faut résoudre cette
équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement un petit déplacement de l’in-
terface [20]. D’autre part on perd les informations mécaniques (étirement) contenues dans ∇φ, si bien
qu’il faut réinitialiser cet étirement à chaque pas pour pouvoir continuer à utiliser la méthode décrite
dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste à transporter φ en dehors de l’interface de manière à ce que l’on ait
toujours |∇φ| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs d’après une idée
d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par Delfour et Zolésio, consiste
déterminer φ comme la solution de

φt(x, t) + (u ·∇φ)(x− φ∇φ(x), t)) = 0

ce qui revient à l’équation de transport sur l’interface, et dont la solution est toujours une fonction
distance, si la fonction initiale l’est. Malheureusement cette équation est non locale et délicate à utiliser
numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de l’étirement de la structure qui du coup
n’est plus porté par φ.

Nous avons choisi de conserver φ sans reinitialisation à une distance, de sorte qu’il porte une
information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer à partir de φ la distance à {φ = 0}.
Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(x, t) désigne la distance signée à la courbe
{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) % ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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⇒

de φ pour tout temps intervient, et la norme de son gradient, à condition qu’elle ne s’annule pas,
importe peu. Par contre dès que l’on veut se servir de φ pour mesurer une distance à l’interface afin
d’y localiser une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que φ soit une distance pour
tout temps. D’ailleurs on a même montré dans le cas d’une structure de codimension une que |∇φ|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sûr a priori que
|∇φ| "= 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son gradient vaut 1 partout
où il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La première consiste à redresser
φ en une distance à chaque pas de temps. Ceci peut être fait par exemple en résolvant l’équation
d’Hamilton-Jacobi suivante

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)(|∇φ|− 1) = 0. (32)

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de l’hyperbolicité de cette équation, le
redressement de φ est propagé à partir de φ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations pour avoir
|∇φ| ≈ 1 au voisinage de φ = 0. En effet, l’équation ci-dessus peut être écrite comme une équation de
transport avec second membre :

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)

∇φ

|∇φ| ·∇φ = −sgn(φ0). (33)

Ainsi les caractéristiques sont issues de φ0 = 0 et perpendiculaires à cette interface. On peut effecti-
vement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction initiale (i.e.
{φ = 0} = {φ0 = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déjà qu’il faut résoudre cette
équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement un petit déplacement de l’in-
terface [20]. D’autre part on perd les informations mécaniques (étirement) contenues dans ∇φ, si bien
qu’il faut réinitialiser cet étirement à chaque pas pour pouvoir continuer à utiliser la méthode décrite
dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste à transporter φ en dehors de l’interface de manière à ce que l’on ait
toujours |∇φ| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs d’après une idée
d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par Delfour et Zolésio, consiste
déterminer φ comme la solution de

φt(x, t) + (u ·∇φ)(x− φ∇φ(x), t)) = 0

ce qui revient à l’équation de transport sur l’interface, et dont la solution est toujours une fonction
distance, si la fonction initiale l’est. Malheureusement cette équation est non locale et délicate à utiliser
numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de l’étirement de la structure qui du coup
n’est plus porté par φ.

Nous avons choisi de conserver φ sans reinitialisation à une distance, de sorte qu’il porte une
information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer à partir de φ la distance à {φ = 0}.
Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(x, t) désigne la distance signée à la courbe
{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) % ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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but because d(x-nd(x)) = 0

therefore

de φ pour tout temps intervient, et la norme de son gradient, à condition qu’elle ne s’annule pas,
importe peu. Par contre dès que l’on veut se servir de φ pour mesurer une distance à l’interface afin
d’y localiser une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que φ soit une distance pour
tout temps. D’ailleurs on a même montré dans le cas d’une structure de codimension une que |∇φ|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sûr a priori que
|∇φ| "= 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son gradient vaut 1 partout
où il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La première consiste à redresser
φ en une distance à chaque pas de temps. Ceci peut être fait par exemple en résolvant l’équation
d’Hamilton-Jacobi suivante

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)(|∇φ|− 1) = 0. (32)

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de l’hyperbolicité de cette équation, le
redressement de φ est propagé à partir de φ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations pour avoir
|∇φ| ≈ 1 au voisinage de φ = 0. En effet, l’équation ci-dessus peut être écrite comme une équation de
transport avec second membre :

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)

∇φ

|∇φ| ·∇φ = −sgn(φ0). (33)

Ainsi les caractéristiques sont issues de φ0 = 0 et perpendiculaires à cette interface. On peut effecti-
vement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction initiale (i.e.
{φ = 0} = {φ0 = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déjà qu’il faut résoudre cette
équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement un petit déplacement de l’in-
terface [20]. D’autre part on perd les informations mécaniques (étirement) contenues dans ∇φ, si bien
qu’il faut réinitialiser cet étirement à chaque pas pour pouvoir continuer à utiliser la méthode décrite
dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste à transporter φ en dehors de l’interface de manière à ce que l’on ait
toujours |∇φ| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs d’après une idée
d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par Delfour et Zolésio, consiste
déterminer φ comme la solution de

φt(x, t) + (u ·∇φ)(x− φ∇φ(x), t)) = 0

ce qui revient à l’équation de transport sur l’interface, et dont la solution est toujours une fonction
distance, si la fonction initiale l’est. Malheureusement cette équation est non locale et délicate à utiliser
numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de l’étirement de la structure qui du coup
n’est plus porté par φ.

Nous avons choisi de conserver φ sans reinitialisation à une distance, de sorte qu’il porte une
information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer à partir de φ la distance à {φ = 0}.
Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(x, t) désigne la distance signée à la courbe
{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) % ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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de φ pour tout temps intervient, et la norme de son gradient, à condition qu’elle ne s’annule pas,
importe peu. Par contre dès que l’on veut se servir de φ pour mesurer une distance à l’interface afin
d’y localiser une force, on se rend compte qu’il n’y a aucune raison pour que φ soit une distance pour
tout temps. D’ailleurs on a même montré dans le cas d’une structure de codimension une que |∇φ|
représentait localement le changement de mesure (longueur, surface), si bien qu’on est sûr a priori que
|∇φ| "= 1 pour t > 0. Or une distance est justement telle que la norme de son gradient vaut 1 partout
où il est défini.

A partir de cette constatation, plusieurs approches sont possibles. La première consiste à redresser
φ en une distance à chaque pas de temps. Ceci peut être fait par exemple en résolvant l’équation
d’Hamilton-Jacobi suivante

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)(|∇φ|− 1) = 0. (32)

dont on cherche un état stationnaire. En pratique, du fait de l’hyperbolicité de cette équation, le
redressement de φ est propagé à partir de φ = 0 si bien qu’il suffit de quelques itérations pour avoir
|∇φ| ≈ 1 au voisinage de φ = 0. En effet, l’équation ci-dessus peut être écrite comme une équation de
transport avec second membre :

∂φ

∂τ
+ sgn(φ0)

∇φ

|∇φ| ·∇φ = −sgn(φ0). (33)

Ainsi les caractéristiques sont issues de φ0 = 0 et perpendiculaires à cette interface. On peut effecti-
vement montrer que cette équation ne modifie pas la ligne de niveau zéro de la fonction initiale (i.e.
{φ = 0} = {φ0 = 0} pour tout t). L’inconvénient de cette approche est déjà qu’il faut résoudre cette
équation supplémentaire qui d’autre part peut induire numériquement un petit déplacement de l’in-
terface [20]. D’autre part on perd les informations mécaniques (étirement) contenues dans ∇φ, si bien
qu’il faut réinitialiser cet étirement à chaque pas pour pouvoir continuer à utiliser la méthode décrite
dans les paragraphes précédents.

Une autre méthode consiste à transporter φ en dehors de l’interface de manière à ce que l’on ait
toujours |∇φ| = 1. Une méthode, introduite initialement par Osher et ses co-auteurs d’après une idée
d’Evans et Spruck, puis reprise par Gomes et Faugeras et récemment par Delfour et Zolésio, consiste
déterminer φ comme la solution de

φt(x, t) + (u ·∇φ)(x− φ∇φ(x), t)) = 0

ce qui revient à l’équation de transport sur l’interface, et dont la solution est toujours une fonction
distance, si la fonction initiale l’est. Malheureusement cette équation est non locale et délicate à utiliser
numériquement. D’autre part il faut disposer par ailleurs de l’étirement de la structure qui du coup
n’est plus porté par φ.

Nous avons choisi de conserver φ sans reinitialisation à une distance, de sorte qu’il porte une
information d’étirement. Il nous faut alors un moyen de récupérer à partir de φ la distance à {φ = 0}.
Dans cette direction G.-H. Cottet a remarqué que si d(x, t) désigne la distance signée à la courbe
{φ = 0}, la quantité φ

|∇φ| approche d au voisinage de l’interface. En effet pour d(x) assez petit le
point x− d(x)∇d(x) est sur cette courbe donc φ(x− d(x)∇d) = 0. En effectuant un développement au
voisinage de d(x) = 0 on a

φ(x)− d(x)∇φ ·∇d(x) + o(d(x)) = 0

D’autre part on a ∇d(x) = (∇d)(x− d(x)∇d) + d(x)[D2d]∇d + o(d(x)) et

(∇d)(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x− d(x)∇d) =
∇φ

|∇φ|(x)− d(x)[D(
∇φ

|∇φ|)]∇d + o(d(x))

donc ∇d(x) % ∇φ
|∇φ|(x) + d(x)([D2d]− [D( ∇φ

|∇φ|)])∇d + o(d(x)) et finalement

φ(x)− d(x)|∇φ|(x) + O(d(x)) = 0 soit d(x) ≈ φ

|∇φ|(x)
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and

Consequence : can replace 

4.5 Approximation des mesures surfaciques

Comme de coutume dans la méthode de frontière immergée, la force élastique qui est concentrée
sur la membrane doit être transforméee en une force volumique dont le support est localisé sur un
voisinage de l’interface. Dans notre approche eulérienne, la proposition ci-dessous permet de déterminer
une approximation volumique d’une mesure de Dirac portée par une courbe :

〈δΓ, f〉 =
∫

Γ
fdσ, f ∈ Cc(Rd)

Proposition 9 Soit r → ζ(r) une fonction C∞ à support dans [−1, 1], telle que r → 1
εζ( r

ε) converge
vers δ0 au sens des distributions. Alors sous l’hypothèse (Hφ), lorsque ε → 0,

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
|∇φ| ⇀ δ{φ=0} dans M(Rd)

Démonstration. Pour une fonction continue g(r), on a par hypothèse

1
ε
ζ

(
φ

ε|∇φ|

)

∫ +∞

−∞
ζ(x) dx = 1

∫ +∞

−∞
x2 ζ(x) dx < +∞

lim
ε→0

∫

R

1
ε
ζ

(r

ε

)
g(r)dr = g(0).

lim
ε→0

∫

R

1
ε
ζ

(r

ε

)
g(r)dr = g(0).

Appliquons ceci, pour une fonction f ∈ Cc(Rd), à

g(r) =
∫

{φ=r}
fdσ

On a donc
lim
ε→0

∫

R

1
ε
ζ

(r

ε

) ∫

{φ=r}
fdσdr =

∫

{φ=0}
fdσ

soit
lim
ε→0

∫

R

∫

{φ=r}

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
fdσdr =
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4.5 Approximation des mesures surfaciques
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Illustration: 
computation of the length of 
the interface in a spiraling 
circle

solid: with reinitialization
dotted: with renormalization 128

256

512
reference

(with Weno scheme)
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Lecture 2

Image processing 1 :  filtering and restoration
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Lecture 3

Image processing 2 : active contours
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goal: 

draw one or several contours, around an image or a set of points 
(segmentation)

general idea: 
1) curve obtained by minimization of a criterion combining smoothness, scale 
parameters, and a measure of “close to image”
2) use volume integral to define and differentiate these quantities (instead o 
“variational level set” based on level set function alone)



31

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [3]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure

L(φ) =
∫

Ω
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

A(φ) =
∫

Ω
H(φ)dx

E(φ) =
∫

Ω
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(
∇δ

|∇φ| −
∇φ ·∇δ

|∇φ|3

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

+
∫

Ω
G(κ(φ))

∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + G(κ(φ))|∇φ| 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :

−
∫

Ω
G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|
1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φδ +∇G(κ(φ)) · ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δ.

On a donc

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)−G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ−∇G(κ(φ))· ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

ce qui d’après l’expression de κ(φ) s’écrit aussi

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)− div(G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|)
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Compte tenu de P∇φ⊥(∇δ) ·∇φ = 0 le premier terme s’intègre par parties en

−
∫

Ω
∇

[
|∇φ|G′(κ(φ))

]
· P∇φ⊥(∇δ)

1
|∇φ|

1
ε
ζ(

φ

ε
) = −

∫

Ω
P∇φ⊥

[
|∇φ|∇G′(κ(φ))

]
· ∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)dx

où on a utilisé la symétrie de l’opérateur de projection sur ∇φ⊥. En intégrant à nouveau par parties
on trouve finalement :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
div

[
−G(κ(φ))

∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|P∇φ⊥
(
∇[|∇φ|G′(κ(φ))]

)] 1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Comme précédemment la dérivée temporelle de l’énergie de courbure correspond au signe près au
travail des forces de courbure H(x, t), nous avons

d

dt
Ec(φ) = dEc(φ)(φt) = dEc(φ)(−u ·∇φ) = −

∫

Ω
H(x, t) · udx (20)

ce qui donne par identification

H(x, t) = div
[
−G(κ(φ))

∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|P∇φ⊥
(
∇[|∇φ|G′(κ(φ))]

)] 1
ε
ζ(

φ

ε
)∇φ
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φ

ε
)− div(G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|)
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Compte tenu de P∇φ⊥(∇δ) ·∇φ = 0 le premier terme s’intègre par parties en

−
∫

Ω
∇

[
|∇φ|G′(κ(φ))

]
· P∇φ⊥(∇δ)

1
|∇φ|

1
ε
ζ(

φ

ε
) = −

∫

Ω
P∇φ⊥

[
|∇φ|∇G′(κ(φ))

]
· ∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)dx
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where g(z)→0 when z→∞
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Typical functional to minimize:

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [3]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure

L(φ) =
∫

Ω
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

D(φ) =
∫

Ω
|∇u0(x) |∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
) dx

A(φ) =
∫

Ω
H(φ)dx

C(φ) =
∫

Ω
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

E(φ) = λL(φ) + αA(φ) + γC(φ) − δD(φ)

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(
∇δ

|∇φ| −
∇φ ·∇δ

|∇φ|3

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

+
∫

Ω
G(κ(φ))

∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + G(κ(φ))|∇φ| 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :

−
∫

Ω
G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|
1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φδ +∇G(κ(φ)) · ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δ.

On a donc

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)−G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ−∇G(κ(φ))· ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

ce qui d’après l’expression de κ(φ) s’écrit aussi

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)− div(G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|)
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Compte tenu de P∇φ⊥(∇δ) ·∇φ = 0 le premier terme s’intègre par parties en

−
∫

Ω
∇

[
|∇φ|G′(κ(φ))

]
· P∇φ⊥(∇δ)

1
|∇φ|

1
ε
ζ(

φ

ε
) = −

∫

Ω
P∇φ⊥

[
|∇φ|∇G′(κ(φ))

]
· ∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)dx

où on a utilisé la symétrie de l’opérateur de projection sur ∇φ⊥. En intégrant à nouveau par parties
on trouve finalement :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
div

[
−G(κ(φ))

∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|P∇φ⊥
(
∇[|∇φ|G′(κ(φ))]

)] 1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx
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with positive coefficients.

Gradient computations:

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [3]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure

L(φ) =
∫

Ω
|∇φ|1
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φ

ε
)dx

< L′(φ),ψ >= −
∫

Ω

1
ε
ζ(

φ

ε
)κ(φ) ψ dx

D(φ) =
∫
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|∇u0(x) |∇φ|1
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φ

ε
) dx

< D′(φ),ψ >=
∫

Ω
|∇u0(x) |∇φ|1
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φ

ε
) dx

A(φ) =
∫

Ω
Hε(φ)dx

C(φ) =
∫

Ω
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

E(φ) = λL(φ) + αA(φ) + γC(φ) − δD(φ)

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :

dEc(φ)(δ) =
∫
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G′(κ(φ)) div

(
∇δ

|∇φ| −
∇φ ·∇δ
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)
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φ

ε
)dx

+
∫

Ω
G(κ(φ))
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φ

ε
) + G(κ(φ))|∇φ| 1

ε2
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φ

ε
)δdx

Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :

−
∫

Ω
G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|
1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φδ +∇G(κ(φ)) · ∇φ
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ε
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φ

ε
)δ.

On a donc

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1
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φ

ε
)−G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
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φ

ε
)δ−∇G(κ(φ))· ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

ce qui d’après l’expression de κ(φ) s’écrit aussi

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)− div(G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|)
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Compte tenu de P∇φ⊥(∇δ) ·∇φ = 0 le premier terme s’intègre par parties en

−
∫

Ω
∇

[
|∇φ|G′(κ(φ))

]
· P∇φ⊥(∇δ)

1
|∇φ|

1
ε
ζ(

φ

ε
) = −

∫
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φ
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5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [3]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure

L(φ) =
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|∇φ|1
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)dx

< L′(φ),ψ >= −
∫
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1
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D(φ) =
∫

Ω
|∇u0(x) |∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
) dx
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G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

E(φ) = λL(φ) + αA(φ) + γC(φ) − δD(φ)

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
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(
∇δ

|∇φ| −
∇φ ·∇δ

|∇φ|3

)
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ε
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φ

ε
)dx

+
∫

Ω
G(κ(φ))

∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + G(κ(φ))|∇φ| 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :

−
∫

Ω
G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|
1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φδ +∇G(κ(φ)) · ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δ.

On a donc

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)−G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ−∇G(κ(φ))· ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

ce qui d’après l’expression de κ(φ) s’écrit aussi

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)− div(G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|)
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Compte tenu de P∇φ⊥(∇δ) ·∇φ = 0 le premier terme s’intègre par parties en

−
∫

Ω
∇

[
|∇φ|G′(κ(φ))

]
· P∇φ⊥(∇δ)

1
|∇φ|

1
ε
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φ

ε
) = −
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où on a utilisé la symétrie de l’opérateur de projection sur ∇φ⊥. En intégrant à nouveau par parties
on trouve finalement :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
div

[
−G(κ(φ))

∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|P∇φ⊥
(
∇[|∇φ|G′(κ(φ))]

)] 1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

< C′(φ) , ψ >=
∫

Ω
div

[
−G(κ(φ))

∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|P∇φ⊥
(
∇[|∇φ|G′(κ(φ))]

)] 1
ε
ζ(

φ

ε
) ψ dx

Comme précédemment la dérivée temporelle de l’énergie de courbure correspond au signe près au
travail des forces de courbure H(x, t), nous avons

d

dt
Ec(φ) = dEc(φ)(φt) = dEc(φ)(−u ·∇φ) = −

∫

Ω
H(x, t) · udx (20)

ce qui donne par identification

H(x, t) = div
[
−G(κ(φ))

∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|P∇φ⊥
(
∇[|∇φ|G′(κ(φ))]

)] 1
ε
ζ(

φ

ε
)∇φ

5.4 Courbe ou surface élastique non fermée

Si la surface élastique étudiée n’est pas fermée, on introduit simplement une fonction α : Ω → R
supplémentaire : soit S ⊂ Ω une surface décrite par la ligne de niveau zéro d’une fonction ψ. Une
portion de cette surface peut être décrite par le lieu des points x de {ψ = 0} tels que α(x) < 0. Lorsque
cette portion de surface se déplace avec le champ de vitesse u, elle est caractérisée à l’instant t par

{x ∈ Ω, ψ(X(0;x, t)) = 0, α(X(0;x, t)) < 0}

6 Elasticité eulérienne d’un solide

6.1 Introduction

Un corps élastique est par définition un milieu continu tel que σ est une fonction du tenseur
des déformations par rapport à un état de référence sans contrainte. Notons que σ est une grandeur
eulérienne, c’est à dire définie sur un domaine inconnu a priori. C’est pourquoi traditionnellement en
élasticité on travaille dans le domaine lagrangien : le tenseur de Cauchy-Green à droite s’écrit

C(ξ, t) = ∇Xt∇X(t; ξ, 0)

et mesure les variations de longueur dans le milieu. Puis on transforme σ en tenseur lagrangien (second
tenseur de Piola-Kirchoff) et on postule une loi de comportement entre ce tenseur lagrangien et C. Si on
cherche une description complètement eulérienne du milieu, on peut utiliser le tenseur de Cauchy-Green
à gauche

b(x, t) = ∇X∇Xt(t; ξ, 0)

et postuler une loi de comportement entre σ et b ([9], p. 50). Il faut néanmoins pouvoir évaluer b
dans le domaine eulérien. On pourra dans ce domaine consulter la thèse de M. Boulakia [4], que nous
avons trouvé incidemment pendant la préparation de ce polycopié, et qui traite de cette formulation
eulérienne du couplage fluide-structure.
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Gradient descent method can be set as a curvature motion for Φ :

In case one only keeps length and edge detector:

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [?]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure

L(φ) =
∫

Ω
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

< L′(φ),ψ >= −
∫

Ω

1
ε
ζ(

φ

ε
)κ(φ) ψ dx

D(φ) =
∫

Ω
g(|∇u0(x)|) |∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
) dx

< D′(φ),ψ >= −
∫

Ω
[g(∇u0)κ(φ) +∇ (g(∇u0)) · n]

1
ε
ζ(

φ

ε
) ψ dx

φt = {[λ + δg(∇u0)]κ(φ) + δ∇ (g(∇u0)) · n}
1
ε
ζ(

φ

ε
)

A(φ) =
∫

Ω
Hε(φ)dx

C(φ) =
∫

Ω
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

E(φ) = λL(φ) + αA(φ) + γC(φ) − δD(φ)

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(
∇δ

|∇φ| −
∇φ ·∇δ

|∇φ|3

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

+
∫

Ω
G(κ(φ))

∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + G(κ(φ))|∇φ| 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :

−
∫

Ω
G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|
1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φδ +∇G(κ(φ)) · ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δ.

On a donc

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)−G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ−∇G(κ(φ))· ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

ce qui d’après l’expression de κ(φ) s’écrit aussi

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)− div(G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|)
1
ε
ζ(

φ

ε
)δdx

Compte tenu de P∇φ⊥(∇δ) ·∇φ = 0 le premier terme s’intègre par parties en

−
∫

Ω
∇

[
|∇φ|G′(κ(φ))

]
· P∇φ⊥(∇δ)

1
|∇φ|

1
ε
ζ(

φ

ε
) = −

∫

Ω
P∇φ⊥

[
|∇φ|∇G′(κ(φ))

]
· ∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)dx
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Remarks: 
•curvature motion + motion along detector gradients
•“non morphological” form (but comes from intrinsic curves 
energies) 
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Other segmentation tools:

when image gradients are not well behaved, try to recover contours inside and 
outside which the average signal will fit the original image.

replace the edge detector by the following energy
 

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [?]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure
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∫
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∫
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∫
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∫
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E(φ) = λL(φ) + αA(φ) + γC(φ) − δD(φ)

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :
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∫

Ω
G′(κ(φ)) div
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Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :
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On a donc
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5.3 Cas des forces de courbure
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∫
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∫

u0(x)H(φ) dx∫
H(φ) dx

C2 =
∫

u0(x)(1−H(φ)) dx∫
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D(φ) =
∫

Ω
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φ

ε
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φ

ε
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ε
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ε
ζ(

φ

ε
)dx
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le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :
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∇δ
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ε
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φ

ε
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ε
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ε
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φ

ε
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φ

ε
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5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
aux méthodes de champs de phase [?]. Dans l’étude de tels phénomènes, la surface "élastique" est quasi-
inextensible, et ce sont les forces de courbure qui pilotent la forme géométrique et le comportement
des vésicules. On peut considérer la forme générale suivante pour la force de courbure
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)dx

E(φ) = λL(φ) + αA(φ) + γC(φ) − δD(φ)

le cas le plus standard correspondant à G(r) = 1
2r2. Calculons la différentielle de cette énergie :

dEc(φ)(δ) =
∫
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G′(κ(φ)) div

(
∇δ

|∇φ| −
∇φ ·∇δ

|∇φ|3

)
|∇φ|1

ε
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ε
)dx

+
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Ω
G(κ(φ))

∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + G(κ(φ))|∇φ| 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

Les termes de la seconde ligne se combinent, puisqu’en intégrant le premier par parties, le deuxième
apparaît avec un signe opposé :

−
∫

Ω
G(κ(φ))κ(φ)

1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + G(κ(φ))

∇φ

|∇φ|
1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φδ +∇G(κ(φ)) · ∇φ

|∇φ|
1
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ζ(

φ

ε
)δ.

On a donc

dEc(φ)(δ) =
∫

Ω
G′(κ(φ)) div

(P∇φ⊥(∇δ)
|∇φ|

)
|∇φ|1

ε
ζ(
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ε
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ε
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where

leads to the level set equation (with only length control) :
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Extension to multiple phases or multiple channels:

using n level sets functions allow to determine 2n possible states

two level set functions and four phases
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iIlustrations: 

segmentation of 
a set of points 
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Brain MRI: 2 phases
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Brain segmentation:
2 level sets and four phases

delicate point : parameter choice



1

Lectures 3 and 4: Level set methods for fluid-structure interaction



Understand spontaneous deformations (or subject to external 
fields: chemiotaxis) and migration of cell populations

Motivation

What are the relevant parameters (fluid mechanics, rheology, and 
biochemical processes) to explain such dynamics 

Example of spontaneous oscillations in a fibroblast



Possible approaches for fluid-membrane coupling

• ALE Methods: 

Principle: follow geometry, mesh domain and solve flow and 
structure equations with appropriate interface conditions 
pro: accurate, explicit enforcement of interface conditions
con: expensive, difficult to follow large deformations (3D)

• Immersed boundary techniques:

Principle: flow everywhere, membrane as a forcing term
con: accuracy questionable (possible leaking)
pro: cheap, large deformations OK



Immersed boundary techniques (Peskin ‘77)

Physical setting: elastic fibers moving freely in a fluid, imparting an elastic 
force on fluid particles

Model: 
•Fluid equations, with forcing term localized on fibers (Dirac 
mass supported by a curve)
•Fibers are tracked as Lagrangian elements
•Elastic forces obtained by explicit computation of stretching 
along fibers, with elastic coefficient evolving in time to account 
for contractile activity



Fiber (or membrane) tracked as a Lagrangian element: 
X(r,s,t), r being a, index (scalar for curve, vector for surfaces) 
parameter, s is parameter along the fiber
and dX /dt=u(X,t) 

Elastic force appears as a right hand side in flow equations:

where

F and M are respectively the force and surface mass densities

and similar formula for ρ

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

−div(F (ψ, ∇ψ)∇ψ ⊗∇ψ)

(ut + (u · ∇)u)− div σ(ψ,Du,X, ∇X) + ∇p = 0

σ(ψ,Du,X, ∇X) = σS(X, ∇Xt∇X) + H(ψ/ε)
(
σF (Du)− σS(X, ∇Xt∇X)

)

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = λ(ū− u) χS

ωt + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω + λ(ω̄ − ω) χS + λ(ū− u)× n δ∂S

ωt + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω + (ω̄ − ω) H(ϕ/ε)− (ū− u)×∇ϕ ζε(ϕ)

α4 = γ(Z)

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+ ∇p− ν∆u = f

3



Elastic force density can be derived from energy principle:

where                        denotes the stretching of the fiber

Linear elasticity:

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

3

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

3

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

3

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

3

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

3

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

3

yields



Practical implementation:

•Spread force on nearby grid points (interpolation)
•Solve flow equations
•Push markers on the fibers and compute new stretching and new force

Delicate point: need to insert/delete markers to avoid leak or 
clustering  while maintaining volume and mass; dealing with 
membranes not clear

Alternative view-point: level set formulation



Use of level set techniques based on three remarks:

•Level set functions can capture Lagrangian interfaces
•More physics can be put in the level set function -> immersed 
boundary
•Can use directly the level set function (without “cosmetics*”) 
in the forcing term, by renormalizing the cut-off

*: cosmetics = reintialization



Key remark: 

Level set functions can be used to compute stretching (-> elastic force) 
and more:

In 2D, if φ solution to the advection equation, then                        
   satisfies 

nδΓ(x) ≈ 1
ε
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)

∫

Γ
n(ξ)ψ(γ(ξ))|∂γ

∂ξ
| dξ ≈ 1

ε

∫
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)
ψ(x) dx

Γ{x, x2 = 0} φ(x) = λx2

∫
ψ(x1, 0) dx1 ≈

λ

ε
h2

∑

i,j

ψ(ih, jh)ζ(
λih

ε
) + O

(
λh2

ε2

)
+ O

(
ε2

λ2

)

h# ε

|∇φ| # 1

|∇φ| ≈ 1 h# 1 ε = Nh

1
ε
∇φ(x) ζ

(
φ(x)

ε

)
→ 1

ε
n ζ

(
φ(x)

ε|∇φ(x)|

)

L = ∇× φ

∂L
∂t + (u ·∇)L = (L ·∇)u

1

That is,  the equation satisfied by stretching. 
Consequence              gives the amount of membrane stretching

nδΓ(x) ≈ 1
ε
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)

∫

Γ
n(ξ)ψ(γ(ξ))|∂γ

∂ξ
| dξ ≈ 1

ε

∫
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)
ψ(x) dx

Γ{x, x2 = 0} φ(x) = λx2

∫
ψ(x1, 0) dx1 ≈

λ

ε
h2

∑

i,j

ψ(ih, jh)ζ(
λih

ε
) + O

(
λh2

ε2

)
+ O

(
ε2

λ2

)

h# ε

|∇φ| # 1

|∇φ| ≈ 1 h# 1 ε = Nh

1
ε
∇φ(x) ζ

(
φ(x)

ε

)
→ 1

ε
n ζ

(
φ(x)

ε|∇φ(x)|

)

L = ∇× φ

∂L
∂t + (u ·∇)L = (L ·∇)u

1

nδΓ(x) ≈ 1
ε
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)

∫

Γ
n(ξ)ψ(γ(ξ))|∂γ

∂ξ
| dξ ≈ 1

ε

∫
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)
ψ(x) dx

Γ{x, x2 = 0} φ(x) = λx2

∫
ψ(x1, 0) dx1 ≈

λ

ε
h2

∑

i,j

ψ(ih, jh)ζ(
λih

ε
) + O

(
λh2

ε2

)
+ O

(
ε2

λ2

)

h# ε

|∇φ| # 1

|∇φ| ≈ 1 h# 1 ε = Nh

1
ε
∇φ(x) ζ

(
φ(x)

ε

)
→ 1

ε
n ζ

(
φ(x)

ε|∇φ(x)|

)

L = ∇× φ

∂L
∂t + (u ·∇)L = (L ·∇)u

‖∇φ‖

1



Extension to 3D case

In 3D surface stretching is given by

But, if φ is a level set function,     satisfies the same equation€ 

∂X
∂ξ1

×
∂X
∂ξ2

where                                   is a parameterization of the surface

€ 

(ξ1,ξ2)→ X t;ξ1,ξ2( )

€ 

∇φ



“Proof”

Conclusion

€ 

∂X
∂ξ1

×
∂X
∂ξ2

(t,ξ) = λ(ξ)∇ϕ X(t,ξ), t( )

(in the sequel λ=1)

nδΓ(x) ≈ 1
ε
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)

∫

Γ
n(ξ)ψ(γ(ξ))|∂γ

∂ξ
| dξ ≈ 1

ε

∫
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)
ψ(x) dx

Γ{x, x2 = 0} φ(x) = λx2

∫
ψ(x1, 0) dx1 ≈

λ

ε
h2
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i,j

ψ(ih, jh)ζ(
λih

ε
) + O
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)
+ O
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ε2

λ2

)

h# ε

|∇φ| # 1

|∇φ| ≈ 1 h# 1 ε = Nh

1
ε
∇φ(x) ζ

(
φ(x)

ε

)
→ 1

ε
n ζ

(
φ(x)

ε|∇φ(x)|

)

L = ∇× φ

∂L
∂t + (u ·∇)L = (L ·∇)u

‖∇φ‖

(Xξ1 ×Xξ2)t = −[Du]tXξ1 ×Xξ2 where [Du]t is the tensor ∂uj/∂xi. Expanding the left hand side
above yields

(Xξ1)t ×Xξ2 + Xξ1 × (Xξ2)t = [Du]Xξ1 ×Xξ2 + Xξ1 × [Du]Xξ2

1

nδΓ(x) ≈ 1
ε
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)

∫

Γ
n(ξ)ψ(γ(ξ))|∂γ

∂ξ
| dξ ≈ 1

ε

∫
∇φ(x)ζ
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ε

)
ψ(x) dx
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∫
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λ

ε
h2
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ε
) + O
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+ O

(
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λ2

)

h# ε

|∇φ| # 1

|∇φ| ≈ 1 h# 1 ε = Nh

1
ε
∇φ(x) ζ

(
φ(x)

ε

)
→ 1

ε
n ζ

(
φ(x)

ε|∇φ(x)|

)

L = ∇× φ

∂L
∂t + (u ·∇)L = (L ·∇)u

‖∇φ‖

(Xξ1 ×Xξ2)t = −[Du]tXξ1 ×Xξ2 where [Du]t is the tensor ∂uj/∂xi. Expanding the left hand side
above yields

(Xξ1)t ×Xξ2 + Xξ1 × (Xξ2)t = [Du]Xξ1 ×Xξ2 + Xξ1 × [Du]Xξ2

1but

nδΓ(x) ≈ 1

ε
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)

∫

Γ

n(ξ)ψ(γ(ξ))|∂γ

∂ξ
| dξ ≈ 1

ε

∫
∇φ(x)ζ

(
φ(x)

ε

)
ψ(x) dx

Γ{x, x2 = 0} φ(x) = λx2

∫
ψ(x1, 0) dx1 ≈

λ

ε
h2

∑

i,j

ψ(ih, jh)ζ(
λih

ε
) + O

(
λh2

ε2

)
+ O

(
ε2
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)
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|∇φ| # 1

|∇φ| ≈ 1 h# 1 ε = Nh

1

ε
∇φ(x) ζ

(
φ(x)

ε
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→ 1
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φ(x)
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L = ∇× φ

∂L
∂t + (u ·∇)L = (L ·∇)u

‖∇φ‖

(Xξ1×Xξ2)t = −[Du]tXξ1×Xξ2 where [Du]t is the tensor ∂uj/∂xi. Expanding the left hand
side above yields

(Xξ1)t ×Xξ2 + Xξ1 × (Xξ2)t = [Du]Xξ1 ×Xξ2 + Xξ1 × [Du]Xξ2

(∇φ)t + (u · ∇)∇φ + [Du]t∇φ = 0

1
IF Α has a vanishing trace (because div u = 0):

(Xξ1×Xξ2)t = −[Du]tXξ1×Xξ2 where [Du]t is the tensor ∂uj/∂xi. Expanding the left hand
side above yields

(Xξ1)t ×Xξ2 + Xξ1 × (Xξ2)t = [Du]Xξ1 ×Xξ2 + Xξ1 × [Du]Xξ2

(∇φ)t + (u · ∇)∇φ + [Du]t∇φ = 0

Aa× b + a×Ab = −At(a× b)

2
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Another way to put it 

Changement d’aire en Level Set
! Soit (x , t)→ X (x , t) les caractéristiques de u, (x , t)→ Y (x , t) les

caractéristiques rétrogrades :

Xt = u(X , t), X (x , 0) = x , et Yt + u ·∇Y = 0, Y (x , 0) = x .

! Alors X (Y (x , t), t) = x et Y (X (x , t), t) = x . Soit J(x , t) = det∇Y (x , t).

! On a Jt + u ·∇J = −J div u, J(x , 0) = 1. En incompressible J = 1.

! Proposition (Cottet-Maitre 06 pour J = 1)
Soit u : Rd × [0, T ]→ Rd de classe C1 et ϕ solution C1 de ϕt + u ·∇ϕ = 0,
ϕ = ϕ0 avec |∇ϕ| ≥ α > 0 au voisinage de {ϕ = 0}. Alors pour toute
fonction f continue à support compact,
Z

{ϕ0(ξ)=0}
f (ξ)|∇ϕ0|−1(ξ)dσ(ξ) =

Z

{ϕ(x,t)=0}
f (Y (x , t))J(x , t)|∇ϕ|−1(x , t)dσ(x)

(1)
ce qui signifie que J−1|∇ϕ|/|∇ϕ0| représente la variation de mesure
surfacique de Γt par rapport à Γ0

(Cottet-Maitre 04 pour J = 1, Beale-Strain 07,
Bresch-Colin-Grenier-Ribba-Saut-Singh-Verdier 07)
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un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose

E(φ) =
∫

Ω
E(|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,

dE(φ)(δ) =
∫

Ω
E′(|∇φ|)∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + E(|∇φ|) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

δ − E(|∇φ|) 1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)δdx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
1
ε
ζ(

φ

ε
)δ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)δdx

où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant δ = −u · ∇φ puique d’après l’équation de
transport de φ,

d

dt
E(φ) = dE(φ)(φt) = dE(φ)(−u ·∇φ).

Donc

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u

+ (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|))∇

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

· udx

=
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) div

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)u

]
dx

= −
∫

Ω
(∇[E′(|∇φ|)]|∇φ| + E′(|∇φ|)∇|∇φ|−∇[E(|∇φ|)])1

ε
ζ(

φ

ε
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∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx.

Par conséquent,

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)
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un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose

E(φ) =
∫

Ω
E(|∇φ|)1
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ζ(

φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
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φ

ε
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ε
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]
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φ

ε
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∫
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[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|
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φ

ε
)ψ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1
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φ

ε
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où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
transport de φ,

d
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∫
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[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
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ζ(

φ

ε
)u

+ (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫

Ω
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]

· udx
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= −
∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1
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φ

ε
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Par conséquent,
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dt
E(φ) =

∫
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div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
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ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)

21

Membrane energy can thus be written as

Derivation of force from energy
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un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose

E(φ) =
∫

Ω
E(|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,

< E ′(φ) , ψ >=
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Ω
E′(|∇φ|)∇φ ·∇δ
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1
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φ

ε
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ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
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)ψ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1
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φ

ε
)ψ dx

où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
transport de φ,

d

dt
E(φ) =< E ′(φ) , φt >=< E ′(φ) , −u ·∇φ > .

Donc

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ
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ε
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+ (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1
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φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫
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(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|))∇
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]
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)udx
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∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1
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Par conséquent,

d

dt
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∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)
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un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose

E(φ) =
∫

Ω
E(|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,

< E ′(φ) , ψ >=
∫

Ω
E′(|∇φ|)∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + E(|∇φ|) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

ψ − E(|∇φ|) 1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
1
ε
ζ(

φ

ε
)ψ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)ψ dx

où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
transport de φ,

d

dt
E(φ) =< E ′(φ) , φt >=< E ′(φ) , −u ·∇φ > .

Donc
d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|))∇

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

· udx

=
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) div

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)u

]
dx

= −
∫

Ω
(∇[E′(|∇φ|)]|∇φ| + E′(|∇φ|)∇|∇φ|−∇[E(|∇φ|)])1

ε
ζ(

φ

ε
)udx

= −
∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx.

Par conséquent,

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)

Il peut être intéressant d’exprimer cette force selon les directions normales et tangentielles à la courbe.
En notant P∇φ⊥ la projection sur l’hyperplan perpendiculaire à ∇φ, i.e.

P∇φ⊥(v) = v − (v · ∇φ

|∇φ|)
∇φ

|∇φ|

21

Energy time variation:

un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose

E(φ) =
∫

Ω
E(|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,

< E ′(φ) , ψ >=
∫

Ω
E′(|∇φ|)∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + E(|∇φ|) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

ψ − E(|∇φ|) 1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
1
ε
ζ(

φ

ε
)ψ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)ψ dx

où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
transport de φ,

d

dt
E(φ) =< E ′(φ) , φt >=< E ′(φ) , −u ·∇φ > .

Donc
d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|))∇

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

· udx

=
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) div

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)u

]
dx

= −
∫

Ω
(∇[E′(|∇φ|)]|∇φ| + E′(|∇φ|)∇|∇φ|−∇[E(|∇φ|)])1

ε
ζ(

φ

ε
)udx

= −
∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx.

Par conséquent,

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)

Il peut être intéressant d’exprimer cette force selon les directions normales et tangentielles à la courbe.
En notant P∇φ⊥ la projection sur l’hyperplan perpendiculaire à ∇φ, i.e.

P∇φ⊥(v) = v − (v · ∇φ

|∇φ|)
∇φ

|∇φ|

21

Integration by parts + div u =0 :
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un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose
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∫
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φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,
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où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
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Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|
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∇φ

|∇φ|

}
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Il peut être intéressant d’exprimer cette force selon les directions normales et tangentielles à la courbe.
En notant P∇φ⊥ la projection sur l’hyperplan perpendiculaire à ∇φ, i.e.

P∇φ⊥(v) = v − (v · ∇φ
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où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,

< E ′(φ) , ψ >=
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Ω
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)ψ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1
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)ψ dx

où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
transport de φ,

d

dt
E(φ) =< E ′(φ) , φt >=< E ′(φ) , −u ·∇φ > .

Donc
d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|))∇

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

· udx

=
∫

Ω
(E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) div

[
1
ε
ζ(

φ

ε
)u

]
dx

= −
∫

Ω
(∇[E′(|∇φ|)]|∇φ| + E′(|∇φ|)∇|∇φ|−∇[E(|∇φ|)])1

ε
ζ(

φ

ε
)udx

= −
∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx.

Par conséquent,

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)

Il peut être intéressant d’exprimer cette force selon les directions normales et tangentielles à la courbe.
En notant P∇φ⊥ la projection sur l’hyperplan perpendiculaire à ∇φ, i.e.

P∇φ⊥(v) = v − (v · ∇φ

|∇φ|)
∇φ

|∇φ|
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should equal the work of the force :

by identification of terms:
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un ouvert borné de Rd qui contient le fluide et la membrane avec les conditions de Dirichlet sur u. On
pose

E(φ) =
∫

Ω
E(|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)dx

où E est une loi de comportement. La fonction r → E′(r) décrit la relation, éventuellement non linéaire,
entre les déformations et les contraintes au sein de la structure élastique. Soit δ : Ω→ R une fonction
test régulière,

< E ′(φ) , ψ >=
∫

Ω
E′(|∇φ|)∇φ ·∇δ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
) + E(|∇φ|) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
]

ψ − E(|∇φ|) 1
ε2

ζ ′(
φ

ε
)ψ dx

= −
∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
1
ε
ζ(

φ

ε
)ψ + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)ψ dx

où l’intégrale au bord s’annule du fait des conditions aux limites homogènes, en supposant |φ| > ε
sur ∂Ω. La dérivée en temps de E est obtenue en prenant ψ = −u ·∇φ puique d’après l’équation de
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Donc
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dt
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∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u + (E′(|∇φ|)|∇φ|− E(|∇φ|)) 1

ε2
ζ ′(

φ

ε
)∇φ · u dx.

Comme div u = 0, et par intégration par partie du second terme de l’expression ci-dessus,
∫

Ω
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ε
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φ

ε
)
]

· udx
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Ω
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[
1
ε
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φ

ε
)u

]
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= −
∫

Ω
(∇[E′(|∇φ|)]|∇φ| + E′(|∇φ|)∇|∇φ|−∇[E(|∇φ|)])1

ε
ζ(

φ

ε
)udx

= −
∫

Ω
∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx.

Par conséquent,

d

dt
E(φ) =

∫

Ω
div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ| |∇φ|1
ε
ζ(

φ

ε
)u−∇[E′(|∇φ|)]|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
)u dx

Comme la dérivée temporelle de l’énergie élastique correspond au signe près au travail des forces
élastiques F (x, t), nous avons

d

dt
E(φ) = −

∫

Ω
F (x, t) · udx (16)

ce qui donne par indentification

F (x, t) =
{
∇[E′(|∇φ|)]− div

[
E′(|∇φ|) ∇φ

|∇φ|

]
∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
). (17)

Il peut être intéressant d’exprimer cette force selon les directions normales et tangentielles à la courbe.
En notant P∇φ⊥ la projection sur l’hyperplan perpendiculaire à ∇φ, i.e.

P∇φ⊥(v) = v − (v · ∇φ

|∇φ|)
∇φ

|∇φ|
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on arrive à une expression dans la base normale/tangente :

F (x, t) =
{

P∇φ⊥
(
∇[E′(|∇φ|)]

)
− E′(|∇φ|)κ(φ)

∇φ

|∇φ|

}
|∇φ|1

ε
ζ(

φ

ε
).

On remarque, comme dans la formulation lagrangienne de Peskin, que la courbure intervient dans
la composante normale alors que seul l’étirement joue un rôle dans la direction tangentielle. Nous
obtenons donc, sous l’hypothèse que |φ| > ε sur ∂Ω, c’est à dire que la structure ne touche pas le bord
du domaine, l’égalité d’énergie (15) reproduite ici :

1
2

∫

Ω
ρ(φ)u2(x, T ) dx +

1
2

∫ T

0

∫

Ω
µ(φ)D(u)2 dx dt +

∫

Ω
E(|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)(x, T ) dx

=
1
2

∫

Ω
ρ(φ0(x))u2

0(x) dx +
∫

Ω
E(|∇φ0|)1

ε
ζ(

φ0

ε
) dx

Elle est obtenue simplement en prenant u comme fonction test dans l’équation de conservation de
la quantité de mouvement, et en utilisant (16). On a d’une part

∫

Ω
ρε(φ)utudx =

1
2

∫

Ω
ρε(φ)(u2)tdx =

1
2

∫

Ω
(ρε(φ)u2)tdx− 1

2

∫

Ω
ρ′ε(φ)φtu

2dx

=
1
2

d

dt

∫

Ω
ρε(φ)u2dx +

1
2

∫

Ω
ρ′ε(φ)u ·∇φu2dx =

1
2

d

dt

∫

Ω
ρε(φ)u2dx +

1
2

∫

Ω
u ·∇ρε(φ)u2dx.

où on a utilisé l’équation en φ, et d’autre part
∫

Ω
ρε(φ)((u∇)u) · udx =

1
2

∫

Ω
ρε(φ)u ·∇(u2)dx =

1
2

∫

Ω
div(ρε(φ)uu2)dx

− 1
2

∫

Ω
ρε(φ)(div u)u2dx− 1

2

∫

Ω
∇ρε(φ) · uu2dx = −1

2

∫

Ω
∇ρε(φ) · uu2dx

puisque u est nul sur ∂Ω et à divergence nulle sur Ω. On a donc

1
2

d

dt

∫

Ω
ρε(φ)u2dx +

∫

Ω
µ(φ)D(u)2dx +

∫

Ω
∇p · udx =

∫

Ω
F (x, t) · udx

Classiquement, avec une donnée au bord nulle, le dernier terme du premier membre est nul. On obtient
l’égalité d’énergie associée en utilisant (16).

On reconnait dans cette identité la conservation, à la dissipation visqueuse près, de l’énergie totale
(cinétique + élastique) du système. Il est important de remarquer que, sauf dans le cas où la densité est
constante dans tout le milieu continu courbe+fluide, le terme d’inertie non linéaire u·∇u est nécessaire à
l’obtention de l’égalité d’énergie (15). Ce phénomène correspond à la potentielle instabilité du couplage
structure élastique / fluide de Stokes mentionnée dans [23]. Enfin signalons que cette égalité d’énergie
peut être obtenue avec des conditions périodiques au bord sur u et φ, et sans l’hypothèse |φ| > ε sur
∂Ω.

5.2 Autres expressions de la force élastique

On peut transformer l’expression (65), soit

Fm = ∇[E′(|∇ϕ|)]|∇ϕ|1
ε
ζ(

φ

ε
)− div

[
E′(|∇ϕ|) ∇ϕ

|∇ϕ|

]
∇ϕ

1
ε
ζ(

φ

ε
) =: A−B

en utilisant les identités du calcul tensoriel suivantes :
(i) Pour deux vecteurs a et b, a⊗ b est la matrice dont le coefficient ligne i, colonne j est aibj .
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Other form that distinguishes between tangential and normal components

Can also be written as a tensor term + gradient term

(ii) Cette matrice est telle que (a⊗ b)c = (b · c)a ; donc n⊗ n est le projecteur sur la direction n.
(iii) Pour deux champs de vecteurs a et b, div(a⊗ b) = (∇a)b + (div b)a.
(iv) Pour un scalaire f et un champ de vecteur a, ∇(fa) = a⊗∇f + f∇a.

Le terme B de l’expression Fm peut être transformé en prenant a = 1
εζ(φ

ε )∇ϕ et b = E′(|∇ϕ|) ∇ϕ
|∇ϕ|

dans (iii) ci-dessus :

B = div
(

E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)
−∇(

1
ε
ζ(

φ

ε
)∇ϕ)E′(|∇ϕ|) ∇ϕ

|∇ϕ| .

En remarquant que

∇(
1
ε
ζ(

φ

ε
)∇ϕ) = ∇ϕ⊗∇(

1
ε
ζ(

φ

ε
)) +

1
ε
ζ(

φ

ε
)∇2ϕ = ∇(

1
ε
ζ(

φ

ε
))⊗∇ϕ +

1
ε
ζ(

φ

ε
)∇2ϕ

(en général a⊗ b $= b⊗ a mais il y a égalité lorsque a et b sont colinéaires). De plus de (ii) on tire

(∇(
1
ε
ζ(

φ

ε
))⊗∇ϕ)

∇ϕ

|∇ϕ| = |∇ϕ|∇(
1
ε
ζ(

φ

ε
))

et
∇2ϕ

∇ϕ

|∇ϕ| = ∇|∇ϕ|.

Donc B peut s’écrire

B = div
(

E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)
− E′(|∇ϕ|)∇(|∇ϕ|1

ε
ζ(

φ

ε
))

ce qui se combine avec le terme A de telle sorte que Fm devient

Fm = ∇
{

E′(|∇ϕ|)|∇ϕ|1
ε
ζ(

φ

ε
)
}
− div

(
E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)

(18)

Cette forme de la force Fm est interessante (le terme en gradient n’est pas significatif en incompressible
car il peut être absorbé par la pression). On peut aussi écrire ce terme en gradient comme la divergence
d’un tenseur diagonal et ainsi obtenir la forme synthétique suivante :

Fm = div
(

E′(|∇ϕ|)|∇ϕ|(I− ∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|2 )
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)

(19)

De cette manière nous pouvons formuler notre problème de couplage fluide-structure sous la forme
d’un écoulement de fluide complexe (de type Korteweg) dont le tenseur des contraintes a une partie
fluide et une partie élastique localisée au voisinage de la membrane :

σ = −pI + η(∇u +∇ut) + E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)

Cette formulation est utilisée dans [15] pour prouver l’existence d’une solution à ce problème de cou-
plage régularisé.

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
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so that the full flow stress tensor becomes

(ii) Cette matrice est telle que (a⊗ b)c = (b · c)a ; donc n⊗ n est le projecteur sur la direction n.
(iii) Pour deux champs de vecteurs a et b, div(a⊗ b) = (∇a)b + (div b)a.
(iv) Pour un scalaire f et un champ de vecteur a, ∇(fa) = a⊗∇f + f∇a.

Le terme B de l’expression Fm peut être transformé en prenant a = 1
εζ(φ

ε )∇ϕ et b = E′(|∇ϕ|) ∇ϕ
|∇ϕ|

dans (iii) ci-dessus :

B = div
(

E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)
−∇(

1
ε
ζ(

φ

ε
)∇ϕ)E′(|∇ϕ|) ∇ϕ

|∇ϕ| .

En remarquant que

∇(
1
ε
ζ(

φ

ε
)∇ϕ) = ∇ϕ⊗∇(

1
ε
ζ(

φ

ε
)) +

1
ε
ζ(

φ

ε
)∇2ϕ = ∇(

1
ε
ζ(

φ

ε
))⊗∇ϕ +

1
ε
ζ(

φ

ε
)∇2ϕ

(en général a⊗ b $= b⊗ a mais il y a égalité lorsque a et b sont colinéaires). De plus de (ii) on tire

(∇(
1
ε
ζ(

φ

ε
))⊗∇ϕ)

∇ϕ

|∇ϕ| = |∇ϕ|∇(
1
ε
ζ(

φ

ε
))

et
∇2ϕ

∇ϕ

|∇ϕ| = ∇|∇ϕ|.

Donc B peut s’écrire

B = div
(

E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)
− E′(|∇ϕ|)∇(|∇ϕ|1

ε
ζ(

φ

ε
))

ce qui se combine avec le terme A de telle sorte que Fm devient

Fm = ∇
{

E′(|∇ϕ|)|∇ϕ|1
ε
ζ(

φ

ε
)
}
− div

(
E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)

(18)

Cette forme de la force Fm est interessante (le terme en gradient n’est pas significatif en incompressible
car il peut être absorbé par la pression). On peut aussi écrire ce terme en gradient comme la divergence
d’un tenseur diagonal et ainsi obtenir la forme synthétique suivante :

Fm = div
(

E′(|∇ϕ|)|∇ϕ|(I− ∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|2 )
1
ε
ζ(

φ

ε
)
)

(19)

De cette manière nous pouvons formuler notre problème de couplage fluide-structure sous la forme
d’un écoulement de fluide complexe (de type Korteweg) dont le tenseur des contraintes a une partie
fluide et une partie élastique localisée au voisinage de la membrane :

σ = −pI + η(∇u +∇ut) + E′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ

|∇ϕ|
1
ε
ζ(

φ

ε
)

Cette formulation est utilisée dans [15] pour prouver l’existence d’une solution à ce problème de cou-
plage régularisé.

5.3 Cas des forces de courbure

Dans le cadre de l’étude du comportement à l’équilibre ou dans un écoulement en cisaillement de
vésicules phospholipidiques, les méthodes ci-dessus permettent de proposer une alternative intéressante
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Remarkable property: energy conservation

kinetic energy viscous dissipation elastic energy

Consequence: no dissipation induced by the regularization

1 Introduction du problème

1.1 Equations level-set du couplage fluide/structure

On s’interesse au problème de couplage fluide/structure suivant (voir [1] ) qui modélise une

membrane élastique dans un fluide incompressible :

ut + (u ·∇)u − ν∆u + ∇p = Fe δΓt

div(u) = 0

φt + u ·∇φ = 0

où

u : Rn × R −→ Rn

(x, t) %−→ u(x, t)

est la vitesse du fluide, ν est sa viscosité.

p : Rn × R −→ R
(x, t) %−→ p(x, t)

est la pression du fluide

φ : Rn × R −→ R
(x, t) %−→ φ(x, t)

est la fonction qui permet de localiser la structure élastique (avec {φ = 0}).
Fe est une force élastique qui rend compte des forces appliquées sur le fluide par la structure

élastique.

C’est un système de deux équations aux dérivées partielles couplées en évolution dont une

est non linéaire. Une fois la masse de Dirac discretisée on obtient un modèle approché :

Fe δΓt = div

(
E

′
(|∇φ|)
|∇φ|

∇φ⊗∇φ
1

ε
ζ(

φ

ε
)

)
−∇

(
E

′
(|∇φ|)|∇φ|)1

ε
ζ(

φ

ε
)

)

où E
′
est la loi de comportement de la structure élastique et ζ est une fonction qui permet de

localiser la force élastique dans un voisinage de {φ = 0}. On fait rentrer le terme de droite dans
la pression pour simplifier le théorème d’existence.

Le système précédent est posé sur Ω × [0, T ] où Ω est un ouvert borné de Rn avec une

frontière assez régulière (disons C1). Les cas physiques qui nous interessent seront n = 2
et n = 3 mais l’étude sera faite en dimension n. On précisera la valeur de n pour certaines
inégalités.

2

Force can be put in conservative form:



Level set model (with surface mass)

where

Remarks: 
1. Assumes stretching and  level set functions normalized at t=0 and 

interface ={x, φ=0}

2. Mass conservation easily satisfied
3. Regularized force can be derived directly from regularized energy



19

Korteweg fluid
La simplification annoncée commence par le choix d’une loi de comportement de la forme E′r) =

λ(r− 1) dans l’expression de la force élastique sous forme divergentielle. Elle devient alors (pour λ = 1
sans perte de généralité)

Fm = div(∇φ⊗∇φ
1
ε
ζ(

φ

ε
))

En introduisant le changement de fonction inconnue ψ =
√

εZ(ϕ
ε ) où Z(r) =

∫ r
0 ζ

1
2 (r)dr, on arrive,

dans le cas d’une membrane sans masse, et d’un fluide de densité 1, au système d’EDP suivant :

ψt + u ·∇ψ = 0
ut + u ·∇u− ν∆u +∇p = −div(∇ψ ⊗∇ψ)

div u = 0

On remarque que div(∇ψ⊗∇ψ) = ∆ψ∇ψ, et on prouve d’abord qu’il y a au plus une solution à ce
système, à condition de chercher cette solution dans un espace de fonctions assez régulières. Ceci nous
permet d’avoir une idée d’où chercher la solution et d’autre part nous sera fort utile pour appliquer le
théorème du point fixe de Schauder. On suppose donc qu’on a deux couples (u1,ψ1) et (u2,ψ2) solution
du système ci-dessus avec les mêmes conditions initiales. On a donc pour i = 1, 2,

ψi,t + ui ·∇ψi = 0
ui,t + ui ·∇ui − ν∆ui +∇pi = −∆ψi∇ψi

Si bien qu’en posant ū = u1 − u2 et ψ̄ = ψ1 − ψ2 la différence des deux équations ci-dessus mène à

ψ̄t + u1 ·∇ψ̄ + ū ·∇ψ2 = 0
ūt + ū ·∇u1 + u2 ·∇ū− ν∆ū +∇p̄ + ∆ψ1∇ψ̄ +∇ψ2∆ψ̄ = 0

Prenons le gradient de l’équation en ψ̄

∇ψ̄t +∇(u1 ·∇ψ̄) +∇(ū ·∇ψ2) = 0

multiplions l’équation obtenue par ∇ψ̄, et intégrons sur Ω :

1
2

d

dt
|∇ψ̄|2L2 +

∫

Ω
∇(u1 ·∇ψ̄)∇ψ̄ +

∫

Ω
∇(ū ·∇ψ2)∇ψ̄ = 0

soit en intégrant par parties,

1
2

d

dt
|∇ψ̄|2L2 +

∫

Ω
∇u1∇ψ̄∇ψ̄ +

∫

Ω
u1∇(∇ψ̄)∇ψ̄ −

∫

Ω
ū ·∇ψ2∆ψ̄ = 0 (31)

où la deuxième intégrale est nulle, puisqu’elle peut s’écrire comme le produit scalaire de u1, champ à
divergence nulle et nul sur le bord, avec un gradient. Symétriquement multiplions l’équation en ū par
ū et intégrons sur Ω pour obtenir

1
2

d

dt
|ū|2L2 + ν|∇ū|2L2 +

∫

Ω
u2∇ūū +

∫

Ω
ū∇u1ū +

∫

Ω
ū ·∇ψ̄∆ψ1 +

∫

Ω
ū ·∇ψ2∆ψdx = 0

La première intégrale est nulle toujours par l’incompressibilité de ū. En exprimant le dernier terme
avec (??), on obtient donc

1
2

d

dt

(
|∇ψ̄|2L2 + |ū|2L2

)
+ ν|∇ū|2L2 = −

∫

Ω
ū∇u1ū−

∫

Ω
ū ·∇ψ̄∆ψ1 −

∫

Ω
∇u1∇ψ̄∇ψ̄.

L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg pour une fonction v ∈ H1 s’écrit :

|v|L4 ≤ C|v|
1
2
L2 |∇v|

1
2
L2

29
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Fm = div(∇φ⊗∇φ
1
ε
ζ(

φ

ε
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En introduisant le changement de fonction inconnue ψ =
√

εZ(ϕ
ε ) où Z(r) =

∫ r
0 ζ

1
2 (r)dr, on arrive,

dans le cas d’une membrane sans masse, et d’un fluide de densité 1, au système d’EDP suivant :

ψt + u ·∇ψ = 0
ut + u ·∇u− ν∆u +∇p = −div(∇ψ ⊗∇ψ)

div u = 0

On remarque que div(∇ψ⊗∇ψ) = ∆ψ∇ψ, et on prouve d’abord qu’il y a au plus une solution à ce
système, à condition de chercher cette solution dans un espace de fonctions assez régulières. Ceci nous
permet d’avoir une idée d’où chercher la solution et d’autre part nous sera fort utile pour appliquer le
théorème du point fixe de Schauder. On suppose donc qu’on a deux couples (u1,ψ1) et (u2,ψ2) solution
du système ci-dessus avec les mêmes conditions initiales. On a donc pour i = 1, 2,

ψi,t + ui ·∇ψi = 0
ui,t + ui ·∇ui − ν∆ui +∇pi = −∆ψi∇ψi

Si bien qu’en posant ū = u1 − u2 et ψ̄ = ψ1 − ψ2 la différence des deux équations ci-dessus mène à

ψ̄t + u1 ·∇ψ̄ + ū ·∇ψ2 = 0
ūt + ū ·∇u1 + u2 ·∇ū− ν∆ū +∇p̄ + ∆ψ1∇ψ̄ +∇ψ2∆ψ̄ = 0

Prenons le gradient de l’équation en ψ̄

∇ψ̄t +∇(u1 ·∇ψ̄) +∇(ū ·∇ψ2) = 0

multiplions l’équation obtenue par ∇ψ̄, et intégrons sur Ω :

1
2

d

dt
|∇ψ̄|2L2 +

∫

Ω
∇(u1 ·∇ψ̄)∇ψ̄ +

∫

Ω
∇(ū ·∇ψ2)∇ψ̄ = 0

soit en intégrant par parties,

1
2

d

dt
|∇ψ̄|2L2 +

∫

Ω
∇u1∇ψ̄∇ψ̄ +

∫

Ω
u1∇(∇ψ̄)∇ψ̄ −

∫

Ω
ū ·∇ψ2∆ψ̄ = 0 (31)

où la deuxième intégrale est nulle, puisqu’elle peut s’écrire comme le produit scalaire de u1, champ à
divergence nulle et nul sur le bord, avec un gradient. Symétriquement multiplions l’équation en ū par
ū et intégrons sur Ω pour obtenir

1
2

d

dt
|ū|2L2 + ν|∇ū|2L2 +

∫

Ω
u2∇ūū +

∫

Ω
ū∇u1ū +

∫

Ω
ū ·∇ψ̄∆ψ1 +

∫

Ω
ū ·∇ψ2∆ψdx = 0

La première intégrale est nulle toujours par l’incompressibilité de ū. En exprimant le dernier terme
avec (??), on obtient donc

1
2

d

dt

(
|∇ψ̄|2L2 + |ū|2L2

)
+ ν|∇ū|2L2 = −

∫

Ω
ū∇u1ū−

∫

Ω
ū ·∇ψ̄∆ψ1 −

∫

Ω
∇u1∇ψ̄∇ψ̄.

L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg pour une fonction v ∈ H1 s’écrit :

|v|L4 ≤ C|v|
1
2
L2 |∇v|

1
2
L2

29

La simplification annoncée commence par le choix d’une loi de comportement de la forme E′r) =
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ū ·∇ψ2∆ψ̄ = 0 (31)

où la deuxième intégrale est nulle, puisqu’elle peut s’écrire comme le produit scalaire de u1, champ à
divergence nulle et nul sur le bord, avec un gradient. Symétriquement multiplions l’équation en ū par
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)
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Assume E’(r)=λr, force becomes:

Set

with

system becomes:
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Existence result

Under reasonable assumption on E, and for smooth initial conditions, there exists a 
smooth solution for small time

Existence time tends to zero with ε ! 

Idea of the proof:
compactness argument on a sequence of time-delay linearized/regularized problems
Solonikov Lp estimates on Stokes problem



Numerical validation against existing IBM: pressurized membrane (Lee-Levesque, 
JCP ‘03)



Radius in horizontal and vertical direction
N=256

Original and L-L implementation of IBM Level-set method



Conservation of volume



Pressure gradients at x=0 for N=64 and N=256

T=0.2 T=2.2
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If you want to play by yourself :

Complex fluid form
Divergence form

Fε(ϕ) = div
„

E ′(|∇ϕ|)(I− ∇ϕ⊗∇ϕ
|∇ϕ| )

1
ε
ζ(

ϕ
ε

)

«

The divergence term may be grouped with the divergence term of the fluid
equation, turning the fluid-structure problem to the study of a fluid containing
a visco-elastic band, whose response involves ϕ:

σ = −pI + η(∇u +∇ut)− E ′(|∇ϕ|)∇ϕ⊗∇ϕ
|∇ϕ|

1
ε
ζ(

ϕ
ε

)

Korteweg fluids (Bresch et al., 2006), existence theorem (Cottet et al, 2008).

Pros/Cons
! Simple to implement starting from a fluid solver (projection method). See
http://ljk.imag.fr/membres/Emmanuel.Maitre/Logiciels for a
simple yet functional Matlab implementation.
! Fast method on fixed mesh with FFT.
! Generic framework with rigid solid, curves, surfaces and elastic bodies
integrated in a same code. Dimension independent formulation.
! Stability issues (see below). Less accurate than BIM. Full membrane
elasticity not recorded in ϕ.

http:/ljk.imag.fr/COMMA/news.html

In 2D:

In 3D:
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Application : equilibrium shapes for biological vesicles as minimal 
shapes for curvature energy, with volume and area constraints

Taux de remplissage
Un paramètre important pour la forme de la surface dans un état
stationnaire est le taux de remplissage :

τ =
V

4
3π( A4π )

3
2
∈ [0,1]

V est le volume de l’objet, A son aire. Le terme au dénominateur
représente le volume d’une boule de même aire que l’objet.

Figure: Formes d’équilibres en fonction de τ

MILCENT Thomas Stage de M2R ( Laboratoire de Modélisation et Calcul de Grenoble )Couplage fluide/structure 24 juin 2005 29 / 41

function of

where V is the volume, A the area.

expected shapes

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

−div(F (ψ, ∇ψ)∇ψ ⊗∇ψ)

(ut + (u · ∇)u)− div σ(ψ,Du,X, ∇X) + ∇p = 0

σ(ψ,Du,X, ∇X) = σS(X, ∇Xt∇X) + H(ψ/ε)
(
σF (Du)− σS(X, ∇Xt∇X)

)

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = λ(ū− u) χS

ωt + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω + λ(ω̄ − ω) χS + λ(ū− u)× n δ∂S

ωt + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω + (ω̄ − ω) H(ϕ/ε)− (ū− u)×∇ϕ ζε(ϕ)

α4 = γ(Z)

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)
+ ∇p− ν∆u = f

Xt = u(X(r, s, t), t) =

∫
u(x, t)δ(x−X(r, s, t)) dx

f(x, t) =

∫
F(r, s, t)δ(x−X(r, s, t) drds

τ =
V

4
3π

(
A
4π

)3/2
∈ [0, 1]

3
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Ec(φ) =

∫
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)

où κ représente la courbure moyenne de la surface

G(r) =
r2

2
κ(φ) = ∇ ·

(
∇φ

|∇φ|

)

et G une fonction du type G(r) = 1
2r

2 En utilisant le principe physique

dEc

dt
= −

∫
Fc · u

On obtient la force de courbure :

Fc = ∇ ·
{

G(κ(φ))
∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|IP∇φ⊥(∇(|∇φ|G′
(κ(φ))))

}
1
ζ(

φ
)∇φ

avec

IP∇φ⊥(v) = v −
(

v · ∇φ

|∇φ|

)
∇φ

|∇φ|

4
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ε
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{

G(κ(φ))
∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|IP∇φ⊥(∇(|∇φ|G′
(κ(φ))))

}
1
ζ(

φ
)∇φ

avec

IP∇φ⊥(v) = v −
(

v · ∇φ

|∇φ|

)
∇φ

|∇φ|

4

Level set approach to shape optimization: 

Ec(φ) =

∫
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)
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ε
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|∇φ|
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Ec(φ) =

∫
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2 En utilisant le principe physique

dEc
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= −

∫
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On obtient la force de courbure :

Fc = ∇ ·
{

G(κ(φ))
∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|IP∇φ⊥(∇(|∇φ|G′
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}
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φ
)∇φ

avec
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|∇φ|

4

curvature driven energy and flow:

gradient based method replaced by incompressible 
(to maintain volumes) flow solver with 
RHS= Fc + stiff elastic force (to maintain area)
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τ=0.8
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τ=0.58
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Membranes élastiques immergées

! Vésicules phospholipidiques : modèle de globule rouges

Comportement à l’équilibre et sous cisaillement selon le contraste de
viscosité : tumbling, tank-treading.

Mouvement de tumbling (Expérience LSP)
! Motilité cellulaire : oscillation de membrane
Etudier la dynamique des protrusions cellulaires et la motilité.
(TIMC, Inst. Curie)

Membranes élastiques immergées

! Vésicules phospholipidiques : modèle de globule rouges

Comportement à l’équilibre et sous cisaillement selon le contraste de
viscosité : tumbling, tank-treading.

Mouvement de tumbling (Expérience LSP)
! Motilité cellulaire : oscillation de membrane
Etudier la dynamique des protrusions cellulaires et la motilité.
(TIMC, Inst. Curie)

Other application in biological vesicles: tumbling and tank-trading in shear flows , 
depending on viscosity ratio
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In 2D: tank treading vs tumbling
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In 3D :tank treading (viscosity ratio = 1)
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Fluid-structure with general incompressible elastic bodies 
Ω

Ω f(x)
t X(t; ·, 0) : Ω → Ω u(x, t)

ut + u ·∇u − divx σ = f Ω

σ

x

σ(x) = σ
D(ξ, (∇X∇Xt)(t; ξ, 0)) ξ = X(0;x, t)

σ
D(ξ, ·)

σ
D(ξ, B) = β0(ξ, ιB)I + β1(ξ, ιB)B + β2(ξ, ιB)B2

B βk(ξ, ·)
B (tr B, tr Cof(B),detB)

X(t; ·, 0)
∇X∇Xt

{
φt + u ·∇φ = 0, Ω × R+

φ = φ0 Ω × {0}

φ0(x) = xk φ(x, t) = φ0(X(0;x, t)) = Xk(0;x, t)
(x, t) → X(0;x, t)

{
Xt + u ·∇X = 0, Ω × R+

X = x Ω × {0}

d
X(0;x, t) X(t;X(0;x, t), 0) = x

∇X(t, ξ, 0)∇X(0;x, t) = Id x = X(t; ξ, 0)

(∇X∇Xt)(t, ξ, 0) = (∇X−1∇X−t)(x) =
(
∇Xt∇X

)−1
(x)

∇X =

(
X1,x1

X1,x2

X2,x1
X2,x2

)
∇X−1 =

1

J

(
X2,x2

−X1,x2

−X2,x1
X1,x1

)
∇X−t =

1

J

(
X2,x2

−X2,x1

−X1,x2
X1,x1

)

J = det(∇X) = [X,x1
,X,x2

] 1

∇X∇Xt(t; ξ, 0) =
1

J2

(
X1

2
,x2

+ X2
2
,x2

−X1,x1
X1,x2

− X2,x1
X2,x2

−X1,x1
X1,x2

− X2,x1
X2,x2

X1
2
,x1

+ X2
2
,x1

)
(0;x, t)

conservation of momentum

Consider general strain/stress relationship:

where X are the forward characteristics and ξ are the Lagrange 
coordinates.
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If one considers the backward characteristics

then
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because det F = 1,
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∫
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G(r) =
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2
, κ(φ) = ∇ ·

(
∇φ

|∇φ|
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et G une fonction du type G(r) = 1
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2 En utilisant le principe physique
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dt
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∫
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Fc = ∇ ·
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|∇φ|IP∇φ⊥(∇(|∇φ|G′
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1
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φ

ε
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v · ∇φ

|∇φ|
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I1 = (B), I2 =
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2
[(B)2 − (B2)], I4 = |Fτ |2

B = FFT where F(x, t) = (∇X)(t;X(0;x, t), 0) = (∇X)−1(0;x, t)
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4

1

important remark:
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why consider backward flow? 

1) it is a function of eulerian coordinate

2) it satisfies a transport equation

For a fluid-structure system, need one more level-set function ψ to track 
the interface. 

Full model:

where

(H is a regularized heavyside function)

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

−div(F (ψ, ∇ψ)∇ψ ⊗∇ψ)

(ut + (u · ∇)u)− div σ(ψ,Du,X, ∇X) + ∇p = 0

σ(ψ,Du,X, ∇X) = σS(B(X, ∇Xt∇X) + H(ψ/ε)
(
σF (Du)− σS(B(X, ∇Xt∇X)

)

3

E(γ) =

∫ 1

0

E(‖γs(s)‖) ds

γs =
∂X

∂s

dE(γ)(δ) =

∫ 1

0

E ′(‖γs(s)‖)
γs · δs

‖γs(s)‖
ds

F = − ∂

∂s

(
E ′(‖γs(s)‖)

γs

‖γs(s)‖

)
=: − ∂

∂s
(Tτ )

E ′(r) = λ(r − 1)

T(γ(s, t), t) = λ(‖γs(s, t)‖ − 1)

−div(F (ψ, ∇ψ)∇ψ ⊗∇ψ)

(ut + (u · ∇)u)− div σ(ψ,Du,X, ∇X) + ∇p = 0

σ(ψ,Du,X, ∇X) = σS(X, ∇Xt∇X) + H(ψ/ε)
(
σF (Du)− σS(X, ∇Xt∇X)

)

ut + (u · ∇)u− ν∆u +∇p = λ(ū− u) χS

ωt + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω + λ(ω̄ − ω) χS + λ(ū− u)× n δ∂S

ωt + (u · ∇)ω = (ω · ∇)u + ν∆ω + (ω̄ − ω) H(ϕ/ε)− (ū− u)×∇ϕ ζε(ϕ)

3

this allows to write a general level-set formulation of elasticity.
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How to take into account anisotropic elasticity ?

Let C= ∇ξXt ∇ξX the (right) Cauchy-Green tensor and τ a preferred direction.

Constitutive equations should involve 2 additional invariants:

I4= τt C τ (stretching in direction τ) and I5 = τt C2 τ or I5 = τt C-1 τ

To represent τ we introduce an (additional) level set φ0 and set τ=∇φ0

If is the advected level set function we can write, using backward trajectories:

I4 = ∇φ0 ∇xX-t  ∇xX -1 ∇φ0 = ∇φ ∇xX -1 ∇xX-t  ∇xX -1 ∇xX-t ∇φ0 = | B ∇φ |2

Similarly:

I5 =  | ∇φ |2
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Application: dynamics of a single heart tissue cell (cardiomyocyte)

Cardiomyocyte isolé

Approche multiéchelle de la cellule à l’organe.

la cellule myocardique isolée : géométrie 3D

longueur : 100µm, largeur 20µm. Membrane = sarcolemme (avec invaginations,
T-tubules). Reticulum sarcoplasmique (SR) = réservoir de Ca.

Gauche : Copyright T.R. Shannon, LNM 1867, Springer p. 65. Droite : Image issue d’une séquence de

vidéo-microscopie de cardiomyocyte isolé de rat

de la cellule au tissu

du tissu au ventricule

LJK / ACI MoCeMy Méthodes eulériennes 18 / 33

coupling of active stress and calcium concentration in an 
elastic incompressible medium
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spontaneous contraction is related to propagation of calcium waves:

 Experiments by Usson and Lacampagne 



39

measure of deformation
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mathematical modeling : incompressible elastic medium 
with preferred direction along the filaments
(isotropic transverse model (Ogden, Mourad, ..))

results in the following constitutive law:

Ec(φ) =

∫
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)

où κ représente la courbure moyenne de la surface

G(r) =
r2

2
, κ(φ) = ∇ ·

(
∇φ

|∇φ|

)

et G une fonction du type G(r) = 1
2r

2 En utilisant le principe physique

dEc

dt
= −

∫
Fc · u

On obtient la force de courbure :

Fc = ∇ ·
{

G(κ(φ))
∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|IP∇φ⊥(∇(|∇φ|G′
(κ(φ))))

}
1

ε
ζ(

φ

ε
)∇φ

avec

IP∇φ⊥(v) = v −
(

v · ∇φ

|∇φ|

)
∇φ

|∇φ|

σS = −p + 2α1B + 2α2((B)B−B2) + 2α4Fτ ⊗ Fτ + ...

where αi sont des fonctions des invariants de et de 4 avec

I1 = (B), I2 =
1

2
[(B)2 − (B2)], I4 = |Fτ |2

B = FFT where F(x, t) = (∇X)(t;X(0;x, t), 0) = (∇X)−1(0;x, t)

4

Ec(φ) =

∫
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)
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4
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coupling with calcium concentration

Assumption (Dupont, Goldbeter, Stephanou, Tracqui): 

•calcium concentration acts on σS through coefficient α4

•calcium concentration in the cell Z  and in the reticulum Y satisfy a 
reaction-diffusion model

Ec(φ) =

∫
G(κ(φ))|∇φ|1

ε
ζ

(
φ

ε

)

où κ représente la courbure moyenne de la surface

G(r) =
r2

2
, κ(φ) = ∇ ·

(
∇φ

|∇φ|

)

et G une fonction du type G(r) = 1
2r

2 En utilisant le principe physique

dEc

dt
= −

∫
Fc · u

On obtient la force de courbure :

Fc = ∇ ·
{

G(κ(φ))
∇φ

|∇φ| +
1

|∇φ|IP∇φ⊥(∇(|∇φ|G′
(κ(φ))))

}
1

ε
ζ(

φ

ε
)∇φ

avec

IP∇φ⊥(v) = v −
(

v · ∇φ

|∇φ|

)
∇φ

|∇φ|

σS = −p + 2α1B + 2α2((B)B−B2) + 2α4Fτ ⊗ Fτ + ...

where αi sont des fonctions des invariants de et de 4 avec

I1 = (B), I2 =
1

2
[(B)2 − (B2)], I4 = |Fτ |2

B = FFT where F(x, t) = (∇X)(t;X(0;x, t), 0) = (∇X)−1(0;x, t)

F = cof∇Xt =




X,x2 ×X,x3

X,x3 ×X,x1

X,x1 ×X,x2





∂Y

∂t
= ν2(Z)− ν3(Y, Z)− kfY

∂Z

∂t
= ν0 + ν1β − ν2(Z) + ν3(Y, Z) + kfY − kZ +∇ · (D∇Z)

Z(r, t0) = Z0; Y (r, t0) = Y0

4

• ν2 et ν3, sont les flux de calcium donnÈs par

ν2 = VM2

Zn

Kn
2 + Zn

ν3 = VM3

Y m

Km
R + Y m

Zp

Kp
A + Zp

• ν1β est le flux constant de calcium ‡ travers le sarcolemme.

• ν2 pompage de calcium, ν3 largage de calcium.

• k et ν0 sont les flux de calcium ‡ travers la membrane. Y est la concentration en
calcium dans le reticulum sarcoplasmique. kfY est le calcium fuyant du sarcoplasme
vers le cytosol. (run:../INRIA/affcicranimation)

• les fonctions de Hill
H(z) =

z

zn
50 + zn

font la transition entre l’Ètat 0 et l’Ètat 1 avec une raideur fonction de l’exposant n,
et valent 1

2 pour z = z50.

5
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Implementation

•Finite-difference weno scheme
•MAC-type grid
•One cycle of contraction (2s of physical time)  on a 1003  grid 
takes 3 hours of CPU on AMD 64b processeur

•To be compared to Okada et al : 34 hrs for 1s of physical 
time
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ψ

ψ

Propagation of deformation in a cylinder
(calculation by E. Maitre)
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2+

Calcium wave in a 
cardiomyocyte

(C., Maitre & Milcent
ECCOMAS CFD Conf., 2006)
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Last lecture:

•how to deal with contact/collision using level set methods

•a few things about stability issues in level set methods for fluid-
structure interactions
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Usual way to deal with contacts of solid:

•geometry based methods :detect collision or penetration, then “eject” the 
overlapping 
•solid mechanics: translate “no penetration” through a Lagrange multpilier (in ALE 
variational framework) or assume central repelling forces between objects 
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dealing with contacts with level set methods

idea: 

✓start form 1D dynamical system with following properties
•short range
•energy preserving
•parameter free (as much as possible)

✓then “spread it” on the surface of the bodies using level set functions 
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1D contact model :

only result from viscous dissipation in the boundary layer. Here we consider a direct approach that will be
again rely on interface capturing by means of level set functions. Using level set functions to deal with colli-
sions is actually not new. These techniques were proposed under the names of implicit surfaces in physical
modeling for the animation of elastic or rigid bodies (see for instance [4]). In these methods, body surfaces
are captured by implicit surfaces which are used to detect penetration. Distance functions serve to compute
the amount of overlapping. This information is used to derive forces on the surfaces that are subsequently
propagated throughout the bodies in some ad hoc fashion in order to remove this overlapping. Our method
differs from these implicit surfaces techniques in particular in that we compute a single force which is essen-
tially parameter free and simply supplements the flow equation. The level set collision formulation is only a
way to distribute in a clear-cut way repulsive point forces over the surface of the bodies.

2.2.1. One-dimensional model
Like in [14], we start from a dynamical system for the one-dimensional collision of a material point located

at xðtÞ > 0 with a wall assumed to be located at x ¼ 0. We choose a dynamical system which is both short
range and singular at the contact point. This dynamical system reads

€x ¼ j
x
expð$x=!Þ; ð20Þ

where j is a coefficient which has the dimension of the square of a velocity. It is an Hamiltonian model acting
on a width of the order of ! around x ¼ 0. As a result, it produces an energy preserving collision at a distance
Oð!Þ of the wall. More precisely, its potential energy is, up to an additive constant, given by

EðxÞ ¼
Z x

1

j
s
expð$s=!Þ; ds ¼

Z x=!

1=!

j
y
expð$yÞdy:

Consider a point initially located at xð0Þ ¼ 1 and with velocity vð0Þ ¼ v0 < 0. If we denote by xH its minimal
location (a point at which the velocity is zero), by conservation of energy we have

xH ¼ !G!ðv20=2jÞ ’ !Gðv20=2jÞ for ! % 1; ð21Þ

where G! and G denote the inverse functions respectively of the functions F ! and F defined as

F !ðxÞ ¼
Z 1=!

x

1

y
expð$yÞdy; F ðxÞ ¼

Z þ1

x

1

y
expð$yÞdy:

Eq. (21) states that the rebound width scales as !.

2.2.2. Level set model
The level set formulation allows to translate the simple dynamical system above into a body force distrib-

uted on the surface. Level set functions indeed give simultaneously access to distances, normals and surface
integrals on the interfaces. If the rigid bodies are labelled by indices i, to compute the rebound of Si and
Sj, imbedded in a fluid with fluid interfaces respectively captured by level set functions /i and /j, point forces
similar to the right hand side of (20) are implemented on each point of the interface of Si, localized through the
level set function /i. The direction of the force and the distance of the boundary points of Si to the body Sj are
obtained directly from the level set function /j. From these observations, one readily obtains the following
force resulting from all possible body interactions:

fcolðxÞ ¼ $q
X
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! "
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expð$/jðxÞ=!Þ: ð22Þ

The minus sign above comes from the fact that, by the definition of the level set functions, $/j is oriented
inwards with respect to the body Sj. The function f in the above expression is a one-dimensional cut-off func-
tion. In view of (21), the coefficients jij are to be chosen proportional to the square of the relative velocities of
the corresponding bodies just before the collision. Note that in the above equation, we have used the fact al-
ready mentioned that since the body/fluid interface level set functions are transported by rigid body velocity,
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only result from viscous dissipation in the boundary layer. Here we consider a direct approach that will be
again rely on interface capturing by means of level set functions. Using level set functions to deal with colli-
sions is actually not new. These techniques were proposed under the names of implicit surfaces in physical
modeling for the animation of elastic or rigid bodies (see for instance [4]). In these methods, body surfaces
are captured by implicit surfaces which are used to detect penetration. Distance functions serve to compute
the amount of overlapping. This information is used to derive forces on the surfaces that are subsequently
propagated throughout the bodies in some ad hoc fashion in order to remove this overlapping. Our method
differs from these implicit surfaces techniques in particular in that we compute a single force which is essen-
tially parameter free and simply supplements the flow equation. The level set collision formulation is only a
way to distribute in a clear-cut way repulsive point forces over the surface of the bodies.

2.2.1. One-dimensional model
Like in [14], we start from a dynamical system for the one-dimensional collision of a material point located

at xðtÞ > 0 with a wall assumed to be located at x ¼ 0. We choose a dynamical system which is both short
range and singular at the contact point. This dynamical system reads

€x ¼ j
x
expð$x=!Þ; ð20Þ

where j is a coefficient which has the dimension of the square of a velocity. It is an Hamiltonian model acting
on a width of the order of ! around x ¼ 0. As a result, it produces an energy preserving collision at a distance
Oð!Þ of the wall. More precisely, its potential energy is, up to an additive constant, given by
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Consider a point initially located at xð0Þ ¼ 1 and with velocity vð0Þ ¼ v0 < 0. If we denote by xH its minimal
location (a point at which the velocity is zero), by conservation of energy we have
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Eq. (21) states that the rebound width scales as !.

2.2.2. Level set model
The level set formulation allows to translate the simple dynamical system above into a body force distrib-

uted on the surface. Level set functions indeed give simultaneously access to distances, normals and surface
integrals on the interfaces. If the rigid bodies are labelled by indices i, to compute the rebound of Si and
Sj, imbedded in a fluid with fluid interfaces respectively captured by level set functions /i and /j, point forces
similar to the right hand side of (20) are implemented on each point of the interface of Si, localized through the
level set function /i. The direction of the force and the distance of the boundary points of Si to the body Sj are
obtained directly from the level set function /j. From these observations, one readily obtains the following
force resulting from all possible body interactions:
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The minus sign above comes from the fact that, by the definition of the level set functions, $/j is oriented
inwards with respect to the body Sj. The function f in the above expression is a one-dimensional cut-off func-
tion. In view of (21), the coefficients jij are to be chosen proportional to the square of the relative velocities of
the corresponding bodies just before the collision. Note that in the above equation, we have used the fact al-
ready mentioned that since the body/fluid interface level set functions are transported by rigid body velocity,
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the amount of overlapping. This information is used to derive forces on the surfaces that are subsequently
propagated throughout the bodies in some ad hoc fashion in order to remove this overlapping. Our method
differs from these implicit surfaces techniques in particular in that we compute a single force which is essen-
tially parameter free and simply supplements the flow equation. The level set collision formulation is only a
way to distribute in a clear-cut way repulsive point forces over the surface of the bodies.

2.2.1. One-dimensional model
Like in [14], we start from a dynamical system for the one-dimensional collision of a material point located

at xðtÞ > 0 with a wall assumed to be located at x ¼ 0. We choose a dynamical system which is both short
range and singular at the contact point. This dynamical system reads
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where j is a coefficient which has the dimension of the square of a velocity. It is an Hamiltonian model acting
on a width of the order of ! around x ¼ 0. As a result, it produces an energy preserving collision at a distance
Oð!Þ of the wall. More precisely, its potential energy is, up to an additive constant, given by
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Consider a point initially located at xð0Þ ¼ 1 and with velocity vð0Þ ¼ v0 < 0. If we denote by xH its minimal
location (a point at which the velocity is zero), by conservation of energy we have
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Eq. (21) states that the rebound width scales as !.

2.2.2. Level set model
The level set formulation allows to translate the simple dynamical system above into a body force distrib-

uted on the surface. Level set functions indeed give simultaneously access to distances, normals and surface
integrals on the interfaces. If the rigid bodies are labelled by indices i, to compute the rebound of Si and
Sj, imbedded in a fluid with fluid interfaces respectively captured by level set functions /i and /j, point forces
similar to the right hand side of (20) are implemented on each point of the interface of Si, localized through the
level set function /i. The direction of the force and the distance of the boundary points of Si to the body Sj are
obtained directly from the level set function /j. From these observations, one readily obtains the following
force resulting from all possible body interactions:
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The minus sign above comes from the fact that, by the definition of the level set functions, $/j is oriented
inwards with respect to the body Sj. The function f in the above expression is a one-dimensional cut-off func-
tion. In view of (21), the coefficients jij are to be chosen proportional to the square of the relative velocities of
the corresponding bodies just before the collision. Note that in the above equation, we have used the fact al-
ready mentioned that since the body/fluid interface level set functions are transported by rigid body velocity,
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only result from viscous dissipation in the boundary layer. Here we consider a direct approach that will be
again rely on interface capturing by means of level set functions. Using level set functions to deal with colli-
sions is actually not new. These techniques were proposed under the names of implicit surfaces in physical
modeling for the animation of elastic or rigid bodies (see for instance [4]). In these methods, body surfaces
are captured by implicit surfaces which are used to detect penetration. Distance functions serve to compute
the amount of overlapping. This information is used to derive forces on the surfaces that are subsequently
propagated throughout the bodies in some ad hoc fashion in order to remove this overlapping. Our method
differs from these implicit surfaces techniques in particular in that we compute a single force which is essen-
tially parameter free and simply supplements the flow equation. The level set collision formulation is only a
way to distribute in a clear-cut way repulsive point forces over the surface of the bodies.

2.2.1. One-dimensional model
Like in [14], we start from a dynamical system for the one-dimensional collision of a material point located

at xðtÞ > 0 with a wall assumed to be located at x ¼ 0. We choose a dynamical system which is both short
range and singular at the contact point. This dynamical system reads

€x ¼ j
x
expð$x=!Þ; ð20Þ

where j is a coefficient which has the dimension of the square of a velocity. It is an Hamiltonian model acting
on a width of the order of ! around x ¼ 0. As a result, it produces an energy preserving collision at a distance
Oð!Þ of the wall. More precisely, its potential energy is, up to an additive constant, given by
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Consider a point initially located at xð0Þ ¼ 1 and with velocity vð0Þ ¼ v0 < 0. If we denote by xH its minimal
location (a point at which the velocity is zero), by conservation of energy we have

xH ¼ !G!ðv20=2jÞ ’ !Gðv20=2jÞ for ! % 1; ð21Þ

where G! and G denote the inverse functions respectively of the functions F ! and F defined as
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expð$yÞdy; F ðxÞ ¼
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Eq. (21) states that the rebound width scales as !.

2.2.2. Level set model
The level set formulation allows to translate the simple dynamical system above into a body force distrib-

uted on the surface. Level set functions indeed give simultaneously access to distances, normals and surface
integrals on the interfaces. If the rigid bodies are labelled by indices i, to compute the rebound of Si and
Sj, imbedded in a fluid with fluid interfaces respectively captured by level set functions /i and /j, point forces
similar to the right hand side of (20) are implemented on each point of the interface of Si, localized through the
level set function /i. The direction of the force and the distance of the boundary points of Si to the body Sj are
obtained directly from the level set function /j. From these observations, one readily obtains the following
force resulting from all possible body interactions:
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The minus sign above comes from the fact that, by the definition of the level set functions, $/j is oriented
inwards with respect to the body Sj. The function f in the above expression is a one-dimensional cut-off func-
tion. In view of (21), the coefficients jij are to be chosen proportional to the square of the relative velocities of
the corresponding bodies just before the collision. Note that in the above equation, we have used the fact al-
ready mentioned that since the body/fluid interface level set functions are transported by rigid body velocity,
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only result from viscous dissipation in the boundary layer. Here we consider a direct approach that will be
again rely on interface capturing by means of level set functions. Using level set functions to deal with colli-
sions is actually not new. These techniques were proposed under the names of implicit surfaces in physical
modeling for the animation of elastic or rigid bodies (see for instance [4]). In these methods, body surfaces
are captured by implicit surfaces which are used to detect penetration. Distance functions serve to compute
the amount of overlapping. This information is used to derive forces on the surfaces that are subsequently
propagated throughout the bodies in some ad hoc fashion in order to remove this overlapping. Our method
differs from these implicit surfaces techniques in particular in that we compute a single force which is essen-
tially parameter free and simply supplements the flow equation. The level set collision formulation is only a
way to distribute in a clear-cut way repulsive point forces over the surface of the bodies.

2.2.1. One-dimensional model
Like in [14], we start from a dynamical system for the one-dimensional collision of a material point located

at xðtÞ > 0 with a wall assumed to be located at x ¼ 0. We choose a dynamical system which is both short
range and singular at the contact point. This dynamical system reads

€x ¼ j
x
expð$x=!Þ; ð20Þ

where j is a coefficient which has the dimension of the square of a velocity. It is an Hamiltonian model acting
on a width of the order of ! around x ¼ 0. As a result, it produces an energy preserving collision at a distance
Oð!Þ of the wall. More precisely, its potential energy is, up to an additive constant, given by
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Consider a point initially located at xð0Þ ¼ 1 and with velocity vð0Þ ¼ v0 < 0. If we denote by xH its minimal
location (a point at which the velocity is zero), by conservation of energy we have

xH ¼ !G!ðv20=2jÞ ’ !Gðv20=2jÞ for ! % 1; ð21Þ

where G! and G denote the inverse functions respectively of the functions F ! and F defined as
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Eq. (21) states that the rebound width scales as !.

2.2.2. Level set model
The level set formulation allows to translate the simple dynamical system above into a body force distrib-

uted on the surface. Level set functions indeed give simultaneously access to distances, normals and surface
integrals on the interfaces. If the rigid bodies are labelled by indices i, to compute the rebound of Si and
Sj, imbedded in a fluid with fluid interfaces respectively captured by level set functions /i and /j, point forces
similar to the right hand side of (20) are implemented on each point of the interface of Si, localized through the
level set function /i. The direction of the force and the distance of the boundary points of Si to the body Sj are
obtained directly from the level set function /j. From these observations, one readily obtains the following
force resulting from all possible body interactions:
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The minus sign above comes from the fact that, by the definition of the level set functions, $/j is oriented
inwards with respect to the body Sj. The function f in the above expression is a one-dimensional cut-off func-
tion. In view of (21), the coefficients jij are to be chosen proportional to the square of the relative velocities of
the corresponding bodies just before the collision. Note that in the above equation, we have used the fact al-
ready mentioned that since the body/fluid interface level set functions are transported by rigid body velocity,
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axis. In this example, to make sure that the rotation is an effect of the contact and not of the vorticity shed in
the flow by the objects, we have turned off the flow solver, like in the experiment in Fig. 1.

5. Conclusion

We have presented a vortex level set method for the two-way coupling of a fluid with rigid bodies. The
method is based on a penalization fluid model to enforce rigid motion inside the solid, coupled with a level

Fig. 9. An ellipsoid colliding a still sphere: 3D views at time t ¼ 0; 0:15; 0:175; 0:2; 0:25; 0:3 from left to right and top to bottom. The x, y
and z axis of the ellipsoid are shown in color red, green and blue respectively. Physical and numerical parameters of Section 4.2.3. (For
interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Fig. 10. A cup falling into water. Level set functions are used for the air–water free surface and the cup–flow interface.
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they remain distance functions at all time (in the discretization described below, this property will also be sat-
isfied at the discrete level). The force given by (22) supplements density driven and penalization forces in the
right hand side of (5). In a vorticity formulation, the right hand side of Eq. (14) is complemented by the term
ð$" fcolÞ=q. If we denote by !ui the rigid motion velocity of the solid Si, obtained by replacing S by Si in (7),
and set vi ¼ vSi we obtain:

ox
ot

þ ðu & $Þx' ðx & $Þu ¼ mDx' $q
q

" ou
ot

þ ðu & $Þu' g

! "
þ k$"

X

i

við!ui ' uÞ

 !

þ $" fcol
q

: ð23Þ

To illustrate this model, we consider in Fig. 1 the case of a 2D cylinder falling on a flat plane. The solid body
has initially its center at y ¼ 0:3 and is falling under the action of gravity, with g ¼ '1. The action of the flow
is neglected so the only forces are the gravity force and the collision force (22). In this equation the level set
function associated to the flat plane is the y-coordinate. The numerical parameters are ! ¼ h ¼ 1=128 and
Dt ¼ h=10, where h is the grid size on which level set functions are captured. One can observe that the ball
rebounds without dissipation. As a matter of fact, the ball elevation after the first rebound is slightly higher
than the initial elevation. This is due to the fact that we used an Euler time explicit discretization that does not
guarantee energy control. A more involved implicit discretization, which would prevent energy increase, has
not been considered, as in the flow/body interaction problems below the Euler discretization was found to give
satisfactory results. A first conclusion is that Eq. (22) provides a reasonable energy preserving collision model
which is essentially parameter free if we seek to prevent contact beyond a scale of the order of the grid spacing.

3. Discretization method

To discretize the system (23), (15), (7), (8) we combine a level set method with an hybrid particle-grid
method. The fluid–solid system is assumed to be located inside a computational box X in which we consider
a uniform fixed grid with grid size h. This grid is used in particular to initialize and remesh vorticity particles
and to compute velocity and level set functions. We denote by Dt the time-step and we set tn ¼ nDt for n P 0
and /n

i , u
n, xn grid values of the level set functions, velocity and vorticity fields at time tn. We assume that these

quantities are known up to time tn and we describe how to compute them at time level tnþ1. We first focus on
the level set equation and then turn to the vorticity equation.

3.1. Level set equations

Each body–fluid interface is captured by a level set function. These level set functions are advected by a
rigid body motion, associated to the rigid body under consideration and computed from the known values
of /i and u on the grid. This enables an analytic calculation of the level set functions. For simplicity let us
focus on an individual level set function / satisfying the following equation:

o/
ot

þ ð!u & $Þ/ ¼ 0 for t > 0; /ð&; 0Þ ¼ /0: ð24Þ

Let us denote by Xðt; x; 0Þ and Xð0; x; tÞ respectively the forward and backward characteristics associated to
the flow field !u. One has

Fig. 1. Level set collision model (22) for a 2D cylinder falling in vacuum on a flat plane. Positions (left) and velocity (right) as a function of
time. Sampling is done at time intervals equal to !=10 and ! ¼ h ¼ 1=128. The dotted horizontal line in the right picture is at y ¼ ywall þ h.
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terminal velocities with varying fluid viscosity, sphere diameter and density. We use the same geometry and
physical parameters. The computational box is ½0; 1" # ½0; 1" # ½0; 4". No slip boundary conditions are imposed,
using the penalization method, on the surface of a vertical cylinder of radius 1 inside this box. The fluid density
is 1 and g ¼ %980. We first perform a convergence study for our method in the case when the sphere density is
1.02. Fig. 4 shows the terminal velocities obtained at t ¼ 1:2 for various grid sizes. This experiment indicates
that our method is roughly first order as far as the rigid motion velocity is concerned.

We show in Table 1 a comparison between our results (in the limit when h ! 0) and experimental results
for a sphere diameter d ¼ 0:2; 0:3, fluid kinematic viscosity of m ¼ 0:02; 0:05; 0:1. Our results agree with the
experiments within an accuracy of 5–11% depending on the cases. A possible reason for the discrepancy
between the experimental results and our numerical results may be that our simulation runs in a closed
box where no fluid is escaping at the top nor the bottom. For the same experiments [14] report values obtained
with a grid size h ¼ 1=64. For a fair comparison we have indicated these results together with our (non con-
verged) results for the same grid resolution. The results agree very well.

4.2.2. Kissing and tumbling of spheres
We next turn to more complex 3D dynamics: we study the sedimentation of two balls in a Newtonian fluid.

The balls are aligned on the axis of gravity, one being at a distance of the order of its diameter above the other.
While falling, the sphere on top experiences less friction with the fluid as it stands in the wake of the bottom
one. Its velocity becomes greater than the second one, and at some point the balls are bound to collide with
each other leading to the ‘‘kissing”. The aligned configuration of the balls falling is known to be unstable and
they eventually leave the axis and tumble aside from each other. This phenomena called ‘‘Drafting, kissing and
tumbling” has been observed and studied experimentally in [13]. Numerical simulations are reported in [14,20]
an we use the same parameters as in these references.
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Fig. 3. Sedimentation of a 2D cylinder falling in a square cavity under gravity and hitting the bottom wall. Comparison of our results
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been considered in [14]. The dimension of the cavity is ½0; 2" # ½0; 6". The viscosity is 0.01. The density inside
and outside the cylinder is 1.5 and 1. The cylinder has radius 0.125 and is initially located at the point (1, 4).
It is accelerating under gravity, set to g ¼ %980, then settles to a steady velocity, due to the friction forces,
and eventually hit the bottom of the cavity and stops. We show in Fig. 2 the values of the vertical velocities,
for h ¼ 1=256 and h ¼ 1=512, in an horizontal cut of the computational domain though the center of the
cylinder at time t ¼ 1. This figure shows that the rigid motion is not exactly satisfied inside the cylinder.
There is actually for h ¼ 1=512 a maximum relative discrepancy of about 2% in the vertical velocity. This
discrepancy is small but would be enough to eventually deform the body if the level set function was
advected by u instead of !u. This figure also illustrates that we do not discard vorticity inside the body: in
the present case, a small dipole survives inside the body. Fig. 3 demonstrates that the deviation of the flow
velocity from a rigid body motion has negligible impact on the dynamic of the body. For the same grid-res-
olution and time-steps our results match almost perfectly those of [14]. Although in principle, the collision
parameters jij should be automatically adjusted to the velocities before the contact, in this experiment as
in the following ones, we have chosen to specify it by hand. The collision parameters j12 ¼ j21 were set
to 30. We actually observed that the results, in particular the amplitude of the rebound when the cylinder
hits the wall, are not very sensitive to this value (for instance multiplying this coefficient by a factor 2 has
almost no effect). However taking a too small value (in this experiment a value smaller than 10) can lead
to undesirable oscillations after the contact. This experiment both validates the penalization approach for
the two-way fluid–body coupling and shows that our collision model behaves like the one in [14]. We will
come back to this point in Section 4.2.3.

4.2. Three-dimensional cases

We consider here three-dimensional cases which are well documented in the literature, namely the sedimen-
tation of a sphere and the tumbling and kissing of two spheres. To illustrate our collision model in absence of
symmetry we also consider the less conventional case of an ellipsoid colliding with a sphere.

4.2.1. Sedimentation of a sphere
We consider here the 3D counterpart of the problem seen in Section 4.1. We study the settling velocity of a

sphere in an infinitely deep channel. This problem has been studied both experimentally and numerically.
Experiments have been done to measure the terminal velocity of settling spheres falling in cylindrical channels
and particularly to study the effects of boundaries on it. Brown and Lawler [3] give the corrections to be
applied to account for wall effects. The smaller the ratio a ¼ d=L between the channel size L and the sphere
diameter d is, the more the walls affect the sphere and slow it down. Glowinski et al. [14] have computed
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Fig. 2. 2D cylinder falling in a square cavity (parameters given in Section 4.1): vertical velocity on an horizontal cut through the center of
the cylinder at time t ¼ 1. Solid line: h ¼ 1=512; dashed line: h ¼ 1=256; dotted line: value of !u obtained for h ¼ 1=512.
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[20]). In our case the cost of one time-step, on a Dell Precision M70 running an Intel Centrino 2 GHz proces-
sor with 1 GB of RAM memory, varies, due to the increasing number of particles from 5000 to about 400,000,
from 9 s, at the early stage of the simulation, to 18 s at the end. Given the relative performance of these pro-
cessors one may deduce that the complexity of the methods are similar, at least for the flow under consider-
ation. A difference in the computational cost of the methods comes however from the robustness of the vortex
methods and the large time-steps that they allow. The time-step used in [14] was 10!3, a value from 5 to 7 times
smaller than our time-step.

4.2.3. Collision model in cases with or without symmetry
We come back to our level set collision model. We have already observed in Section 4.1 that it performed

like that of [14] in the case of a 2D cylinder hitting a wall. To confirm this observation in the more complex

Fig. 5. Drafting, kissing and tumbling of two balls falling in a Newtonian fluid: comparison of the balls velocity obtained with different
methods. Physical and numerical parameters of Section 4.2.2.
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Stability issues in fluid-structure interaction

whatever method, difficult problem (mathematically and numerically
 in general no clear-cut criteria
explicit methods require small time-steps
fully implicit methods time consuming (poor convergence for fixed point iterations 
in non-linear part of algorithm) 

here we try to give a tentative numerical analysis of the  membrane/fluid 
interaction toy problem (1D !)
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viscosity and a strong elastic force.
The aim of this work is the derivation of stability conditions on the time step
for schemes which treat the coupling explicitely, semi-implicitely or implicitely.
We perform the analysis on a 1D linearized version of the model as its original
form is not very suitable for numerical analysis. More precisely, the elastic force
on the membrane is reduced to a surface tension. Despite these simplifications,
this ad-hoc model enables us to exhibit some clear relations between the fluid
viscosity, the elastic force, and the numerical parameters. The results are uni-
fying already known results introduced by Brackbill et al. [5] or Vigneaux [17],
depending on the physical parameters range.
In section 2 we briefly introduce the 2D Eulerian Immersed Boundary model
and we derive the 1D linearized one used for the analysis. The time-stepping
schemes studied are also presented. Section 3 is then dedicated to the computa-
tion of necessary stability conditions and to the comparison of these conditions
with existing ones. Finally, numerical experiments on a relaxation test validate
in section 4 the analytical results in the non-linear 2D case, for some range of
parameters.

2 Immersed elastic membrane problem
Let Ω be an open bounded domain of R2, filled with a viscous incompressible
and homogeneous fluid of density ρ > 0 and viscosity µ > 0. Inside this domain,
we consider an immersed elastic membrane Γe(t) during a time interval [0, T ],
T > 0. The membrane is supposed massless, and external forces are neglected.
Let u and p be the fluid velocity and pressure fields. We introduce the Level
Set function φ initialized as the signed distance to Γe(0), and such that :

Γe(t) = {x ∈ Ω,φ(t, x) = 0}, ∀t ∈ [0, T ].

2.1 Eulerian Immersed Boundary model in dimension 2
We study the following Eulerian version of the Immersed Boundary Method for
this model [7, 8]:





ρ (ut + u.∇u) +∇p− µ∆u = Fe

Fe =
[(
∇(E′

e(|∇φ|)) · ∇× φ

|∇φ|

)
· ∇× φ

|∇φ| − E′
e(|∇φ|)κ(φ)

∇φ

|∇φ|

]
|∇φ|

ε
ζ

(
φ

ε

)

div u = 0
φt + u ·∇φ = 0

(1)
with the linear stress-strain relationship

E′
e(r) = νe(r − 1) (2)

where νe and κ(φ) are the stiffness coefficient and the mean curvature of Γe(t), ε
is a numerical parameter related to interface smoothing, ζ is a cut-off function,

2

and Fe is finally the elastic force arising from the presence of the membrane in
the fluid.
For a complete description this system has to be supplemented with initial and
boundary conditions. One common choice is periodic or homogeneous boundary
condition for the velocity, so that no boundary condition is needed for φ.
Remark 2.1. When using this formulation, particular care must be taken of
the spatial discretization of the elastic force term. Indeed, some derivatives have
to be developed in order to avoid strong numerical instabilities, which must be
kept apart from the instabilities related to the time-stepping choice. The study
of these numerical instabilities is beyond the scope of this work and has been
developed in [4].

2.2 1D linearized model
We now introduce a 1D linearized version of the previous model. The elastic
force is first reduced to a surface tension by taking E′(r) = νe in (1).
This results in the following 2D system:






∂u

∂t
+ u.∇u− µ∆u +∇p = −νeκ(φ)∇φ

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
,

div u = 0,
∂φ

∂t
+ u.∇φ = 0.

(3)

which next gives rise to the 1D model:





∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− µ

∂2u

∂x2
= −νe

∂2φ

∂x2

∂φ

∂x

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
,

∂φ

∂t
+ u

∂φ

∂x
= 0.

(4)

We investigate the stability of (4) around the trivial stationary solution (u, φ)
given by: {

u(x) = 0,

φ(x) = x.
(5)

Let (u, φ) = (u + ũ, φ + φ̃) be a solution of (4), where (ũ, φ̃) is a small pertur-
bation. Plugging these expressions in (4) we get:






∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂x
− µ

∂2ũ

∂x2
= −νe

∂2φ̃

∂x2

(
1 +

∂φ̃

∂x

)
1
ε
ζ

(
φ + φ̃

ε

)
,

∂φ̃

∂t
+ ũ

∂φ̃

∂x
+ ũ = 0.

(6)

By getting rid of the non-linear terms, we then obtain:





∂ũ

∂t
− µ

∂2ũ

∂x2
= −νe

∂2φ̃

∂x2

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
+ o(ũ, φ̃),

∂φ̃

∂t
+ ũ = o(ũ, φ̃).

(7)
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∂ũ

∂t
+ ũ
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∂ũ

∂t
+ ũ
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φ(x) = x.
(5)

Let (u, φ) = (u + ũ, φ + φ̃) be a solution of (4), where (ũ, φ̃) is a small pertur-
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∂x2
= −νe

∂2φ̃
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ε
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(6)

By getting rid of the non-linear terms, we then obtain:
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(7)

3

and Fe is finally the elastic force arising from the presence of the membrane in
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Linearized problem around
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Actually,

∂2φ̃

∂x2

(
1 +

∂φ̃

∂x

)
1
ε
ζ

(
φ + φ̃

ε

)
=

∂2φ̃

∂x2

1
ε
ζ

(
φ + φ̃

ε

)
+ o(φ̃)

=
∂2φ̃

∂x2

1
ε

[
ζ

(
φ

ε

)
+

φ̃

ε
ζ ′

(
φ

ε

)]
+ o(φ̃)

=
∂2φ̃

∂x2

1
ε
ζ

(
φ

ε

)
+ o(φ̃).

The remaining simplification concerns the function ζ. We define it by:




ζ(r) = 1 if |r| ≤ 1

2
,

ζ(r) = 0 else
(8)

Let us point out that for ζ
(

φ
ε

)
= 0, namely far from the fluid-membrane inter-

face, the system (7) is no longer coupled. For the study below, we thus suppose
that ζ

(
φ
ε

)
= 1 everywhere, which means that we limit the study in a neigh-

bourhood of the membrane. We are clearly aware of the restriction brought by
this hypothesis, since it is not clear how the presence of the membrane affects
the stability in the whole computational domain, and conversely whether the
computations in the fluid domain might bring stabilizing effects.

Finally, the 1D linearized model used for the stability analysis reads (we re-
move from now on the tilde on unknowns):






∂u

∂t
− µ

∂2u

∂x2
= −νe

ε

∂2φ

∂x2
on [0, T ]× R

∂φ

∂t
+ u = 0 on [0, T ]× R

u(0, x) = f(x), φ(0, x) = g(x) on R

(9)

where ε > 0, µ ≥ 0 and νe > 0 (we rule out the case νe = 0 in order to keep (9)
in a coupled form).
This quite simplified model is not supposed to describe in a general way the
fluid-membrane interactions, as the non-linearities, including in particular the
inertial effects, have been neglected. However it enables us to perform a stability
analysis and to draw some attractive conclusions.

Remark 2.2. Substituting u = −∂φ

∂t
into the first equation of (9) shows that

both u and φ verify the following PDE:
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∂t2
− µ

∂3φ
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=

νe

ε

∂2φ

∂x2

4
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Additional assumption: focus on level set 0, and assume

leads to 

Remark: can rewrite as 

(wave equation)
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which reduces to the standard wave equation when µ = 0. However we keep the
equations under the form (9), closer to the original fluid-structure coupling, so
that the numerical schemes studied could be linked to the counterparts in the full
model.

2.3 Time-stepping schemes
Let ∆t > 0 and ∆x > 0 be the time and space discretization steps, xj = j∆x,
j ∈ Z, and tn = n∆t, n ∈ N. We denote by un

j ≈ u(tn, xj) and φn
j ≈ φ(tn, xj),

j = 0, ...,M + 1, the numerical approximation of solutions of (9), by some finite
difference scheme to be described. Discretizing diffusion implicitely, so that the
stability analysis will focus on the coupling, we define the following schemes to
compute these numerical values:

• Scheme 1: Explicit (u, φ)-coupling:





un+1
j − un

j

∆t
− µ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= −νe

ε

φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

(∆x)2
φn+1

j − φn
j

∆t
+ un

j = 0

u0
j = fj , φ0

j = gj

(10)

• Scheme 2: Semi-implicit (u, φ)-coupling:





un+1
j − un

j

∆t
− µ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= −νe

ε

φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1

(∆x)2
φn+1

j − φn
j

∆t
+ un+1

j = 0

u0
j = fj , φ0

j = gj

(11)

• Scheme 3: Implicit (u, φ)-coupling:





un+1
j − un

j

∆t
− µ

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= −νe

ε

φn+1
j+1 − 2φn+1

j + φn+1
j−1

(∆x)2
φn+1

j − φn
j

∆t
+ un+1

j = 0

u0
j = fj , φ0

j = gj

(12)

In practice Scheme 1 is not used, as the new value of u is naturally available for
the resolution of φ. Scheme 2 is rather implemented, with no additional cost.
However Scheme 1 is still studied for the purpose of making comparison with
litterature conditions.
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5

3 natural time-stepping schemes

fully implicit (FI)

fully explicit (FE)

semi-implicit (SI)
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3 Linear stability analysis
This section is concerned with the numerical stability of the time-stepping
schemes defined above, which means that we expect to detect unbounded os-
cillations of the numerical solutions as the physical and numerical parameters
vary. We look for solutions un

j and φn
j that have the form of Fourier modes

sums:

un
j =

∑

k∈Z
ξn(k)e2iπkj∆x, φn

j =
∑

k∈Z
χn(k)e2iπkj∆x

By substituting these expressions into each of the former schemes, we can com-
pute an amplification matrix A(k) defined by:

(
ξn(k)
χn(k)

)
= (A(k))n

(
ξ0(k)
χ0(k)

)
,

whose spectral radius allows to specify necessary stability conditions, through
the Von Neumann condition.
The aim of this section is the proof of the following lemma, concerning the
schemes 1, 2, and 3:

Lemma 3.1. A necessary condition for the stability of the numerical scheme
defined by (10) is

∆t ≤ µε

νe
(13)

Lemma 3.2. A necessary condition for the stability of the numerical scheme
defined by (11) is

∆t <
(µε + max(µε,

√
νeε∆x))

νe
(14)

Lemma 3.3. The scheme defined by (12) is unconditionally stable.

3.1 Proof of Lemma 3.1
Let k ∈ Z. By replacing un

j by ξn(k)e2iπkj∆x and φn
j by χn(k)e2iπkj∆x in (10),

and by removing the k-dependence of χn and ξn for the sake of readability, we
get






(
1 +

4µ∆t

(∆x)2
sin2 (πk∆x)

)
ξn+1 = ξn +

4νe∆t

ε(∆x)2
sin2 (πk∆x) χn

χn+1 = χn −∆tξn
(15)

We define β(k) =
4νe∆t

ε(∆x)2
sin2 (πk∆x) and δ(k) = 1 +

4µ∆t

(∆x)2
sin2 (πk∆x) to

obtain
(

ξn+1

χn+1

)
=




1

δ(k)
β(k)
δ(k)

−∆t 1




(

ξn

χn

)
= A(k)

(
ξn

χn

)
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Result:

FI is unconditionally stable

FE is stable under condition 

SI is stable under condition

Remark: SI better than FE except if large viscosity 

To conclude, a necessary condition for the stability of Scheme 2 is
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This is a discretization of the wave equation
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= −f(x)

(20)

with an explicit scheme centered in space and time. The time step stability
condition for such a scheme is known to reads:

∆t <

√
ε∆x
√

νe
(21)

We can check that taking µ = 0 in (18) immediately gives (21).
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< 1
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In practice ε ≈ Δx so the conditions become: 

restriction occurs for a small fluid viscosity and a large elastic force. In this re-
spect these conditions are in good accordance with the condition computed in
[17] with a mathematical analysis of the continuous model.
More precisely, the parameter ε in (16) and (18) stands for the size of an in-
terface’s neighbourhood on which the elastic force is applied. In practice, this
parameter is taken in the order of ∆x. By taking ε = ∆x in (16) and (18) we
obtain

∆t ≤ µ∆x

νe
(22)

for Scheme 1, and

∆t <
µ∆x + max(µ,

√
νe∆x)∆x

νe
(23)

for Scheme 2.
We recognize for Scheme 1 the condition of [17]. Moreover, the semi-implicit
treatment of coupling in Scheme 2 allows us to relax easily the former condi-
tion. Indeed, for ∆x and µ fixed, beyond a certain value of νe, we reach a
1/
√

νe-dependence for the time step, instead of the 1/νe-dependence related to
the explicit coupling. Therefore this condition is by far less restrictive when νe

is large. As the scheme studied in [17] is the same as Scheme 2, we may ex-
plain this relaxation on the condition by the fact that the mathematical study
performed in [17] did not benefit fully from the semi-implicit coupling between
u and φ. We can confirm this argument by the fact that the condition of [17]
matches (22) instead.

Moreover, when the fluid viscosity is small, (23) reads approximately

∆t <

√
∆x3

νe
(24)

We then retrieve a condition similar to that computed in [5] by an heuristic
method, with a dependence in ∆x

3
2 .

In conclusion the stability condition relative to Scheme 2 is unifying the condi-
tions of [17], valid when viscous effects are large and the one computed in [5]
when inertial effect are dominating.
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condition often seen (but not proved) for curvature motion (surface tension)
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Numerical validations: 2D version of (SI)4 Numerical tests
In this section we numerically study the stability of the following scheme:






un+1 − un

∆t
+ un.∇un − µ∆un+1 +∇pn+1 − F (φn) = 0

F (φn) =
[(

E′′(|∇φn|)∇
2φn∇φn

|∇φn|
∇× φn

|∇φn|

)
∇× φn

|∇φn|
−E′(|∇φn|)κ(φn)∇φn]

1
ε
ζ

(
φn

ε|∇φn|

)

div un+1 = 0
φn+1 − φn

∆t
+ un+1∇φn = 0

This is a 2D non linear version of Scheme 2. For this model we enforce the
following condition on time step:

∆t ≤ ∆tA, ∆tA = C
(µ + max(µ,

√
νe∆x))∆x

νe
(25)

with C a positive constant determined numerically.

We validate numerically the condition (23) on a simple test case currently
used in the litterature ([10], [2], [12]): an elastic membrane, which has initially
an elliptic shape, relaxes toward a circular equilibrium state. The membrane is
immerged in an incompressible fluid so that the interior area it delimits remains
constant. The magnitude and frequency of oscillations around the equilibrium
form depends on the fluid viscosity and the membrane’s stiffness.

The initial membrane is an ellipse with major and minor axes ã = 0.65 and
b̃ = 0.575 respectively. Its stretching, constant along the curve, is e = 1.2526.
This configuration corresponds to an equilibrium circle of radius R & 0.6113.
The initial and equilibrium states are then quite close as the gap between the
final radius and the initial axes is up to 6%. The initial velocity and pressure
are set to zero. The computational domain is [0, 2] × [0, 2], and we set ρ = 1
and µ = 1 throughout the domain. We define M = 2/∆x.

Our aim is to show that our stability condition is sharper than the two other
conditions on the classical test described above when we vary coefficients. Thus
in a first test, we fix ∆x and test the dependence in νe of the condition (23), for
νe from 1 to 106, with ∆x = 0.03125 (M = 64). We control the time evolution
of the ellipse axes. Each simulation is displayed for t ∈ [0, 200/

√
νe]. The time

steps ∆tA used in the simulations, obtained from (23) are presented in table 1,
in comparison with the maximum time steps recommended by the conditions
of [17] and [5]. The same constant C is used for ∆tA and ∆tV even if we could
adjust it. However, the goal of the comparison is mostly to show the discrep-
ancy between the time steps ∆tA and ∆tV as νe grows up. The maximum time
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Increasing stiffness : compare time step limitation of (SI) and (FE) and 
curvature motion time step

step ∆tV , valid for small νe (with respect to viscosity), becomes far too much
restrictive for high νe.

νe ∆tA with C = 0.2 ∆tV with C = 0.2 ∆tB

1 1.25× 10−2 6.25× 10−3 C × 5.52427× 10−3

102 1.72985× 10−4 6.25× 10−5 C × 5.52427× 10−4

104 1.16735× 10−5 6.25× 10−7 C × 5.52427× 10−5

106 1.1111× 10−6 6.25× 10−9 C × 5.52427× 10−6

Table 1: The largest time steps allowed for stability, for µ = 1, M = 64 and νe

from 1 to 106: ∆tA computed with the condition (23) and used in the simula-
tions, ∆tV and ∆tB determined with the conditions of [17] and [5].

From the pictures 1 and 2 we can deduce that the condition (23), less re-
strictive than the condition of [17] as νe grows up, enables to ensure stability for
a certain range of stiffness (νe ≤ 104). Note that for νe = 106, the equilibrium
state is not reached, but for this kind of stiffness, strong non-linear instabilities
are expected, and thus the conclusions of the linear analysis are no longer signif-
icant (this is in contrast with an unstable case with a time-step higher that ∆tA
for which the simulation blows up in a few steps). Moreover, the oscillations size
decreases quite rapidly, and becomes smaller that the grid size ∆x = 0.03125,
which may be another cause of instability.
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Figure 1: The time evolution of the membrane axes for νe = 1 (left) and νe = 102

(right), µ = 1, M = 64.
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Figure 2: The time evolution of the membrane axes for νe = 104 (left) and
νe = 106 (right), µ = 1, M = 64.

A last clue that the instability for νe = 106 has nothing to do with linear
instability is that it persists when the time step is divided by e.g. 10. This
suggests that an implicit coupling may fail to guarantee stability, in spite of
an increased computational cost. Indeed, computations are performed with a
massless membrane, which means that the fluid density is set everywhere. Thus
we are typically in the case of a large added mass effect, with strong interactions
between pressure field variations and the membrane. It is shown in [3] that in
this case the convergence of the iterative method in order to solve each time step
may be hard to be reached, unless an under-relaxation scheme with a problem
dependent coefficient is used.

Next we study the ∆x-dependence of the condition (23), with νe = 1 fixed.
As before we present in table 2 the time steps ∆tA, ∆tV , and ∆tB , for M = 64,
128, 256. This is to advocate that the ∆x

3
2 dependence of ∆tB is not sharp

16



19

 0.58

 0.59

 0.6

 0.61

 0.62

 0.63

 0.64

 0.65

 0  50  100  150  200

 

vertical axis

horizontal axis

0.6113

 0.58

 0.59

 0.6

 0.61

 0.62

 0.63

 0.64

 0.65

 0  5  10  15  20

 

vertical axis

horizontal axis

0.6113

Figure 1: The time evolution of the membrane axes for νe = 1 (left) and νe = 102

(right), µ = 1, M = 64.

 0.58

 0.59

 0.6

 0.61

 0.62

 0.63

 0.64

 0.65

 0  0.5  1  1.5  2

 

vertical axis

horizontal axis

0.6113

 0.58

 0.59

 0.6

 0.61

 0.62

 0.63

 0.64

 0.65

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

 

vertical axis

horizontal axis

0.6113

Figure 2: The time evolution of the membrane axes for νe = 104 (left) and
νe = 106 (right), µ = 1, M = 64.

A last clue that the instability for νe = 106 has nothing to do with linear
instability is that it persists when the time step is divided by e.g. 10. This
suggests that an implicit coupling may fail to guarantee stability, in spite of
an increased computational cost. Indeed, computations are performed with a
massless membrane, which means that the fluid density is set everywhere. Thus
we are typically in the case of a large added mass effect, with strong interactions
between pressure field variations and the membrane. It is shown in [3] that in
this case the convergence of the iterative method in order to solve each time step
may be hard to be reached, unless an under-relaxation scheme with a problem
dependent coefficient is used.

Next we study the ∆x-dependence of the condition (23), with νe = 1 fixed.
As before we present in table 2 the time steps ∆tA, ∆tV , and ∆tB , for M = 64,
128, 256. This is to advocate that the ∆x

3
2 dependence of ∆tB is not sharp

16



20

when surface tension effects are small.

M ∆tA with C = 0.2 ∆tV with C = 0.2 ∆tB

64 1.25× 10−2 6.25× 10−3 C × 1.10485× 10−3

128 6.25× 10−3 3.125× 10−3 C × 3.90625× 10−4

256 3.125× 10−3 1.5625× 10−3 C × 1.38107× 10−4

Table 2: The largest time steps allowed for stability, for µ = 1, νe = 1 and
M from 64 to 256: ∆tA computed with the condition (23) and used in the
simulations, ∆tV and ∆tB determined with the conditions of [17] and [5].

The time evolution of the membrane axes displayed on picture 3 allows to
confirm the ∆x-dependence of the condition (23).
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Figure 3: The time evolution of the membrane axes for νe = 1, µ = 1 and ∆x
variable. Left: vertical axe. Right: horizontal axe.

In conclusion, the dependence of the condition (23) in ∆x and 1/
√

νe is nu-
merically validated on a non-linear 2D test case, for a certain stiffness range. As
far as the νe-dependence is concerned, the stability of the naturally implemented
semi-implicit scheme seems to be less conditioned than it was anounced in [17].
Furthermore, the condition (23) and that proposed in [5] give rise to time steps
of the same magnitude when the viscous effects are small with respect to the
surface tension effects.
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Time steps for various grid sizes, μ=ν=1 

SI FE curvature motion
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Open problem: define an unconditionnally stable scheme based on FI discretization of 
linearized (wave equation like) model 


