
Mé
anique des matériaux aléatoires, mé
anique en domainealéatoireRégis LEBRUN, regis.lebrun�eads.net20 juin 20061 PrésentationL'obje
tif du thème de re
her
he est d'étudier 
ertains aspe
ts probabilistes du système d'EDPs del'élasti
ité linéaire lorsque la relation de 
omportement prend un 
ara
tère aléatoire ou lorsque le domainegéométrique sur lequel est posé le problème est soumis à des variations aléatoires.Le systèmes d'EDPs régissant le 
omportement statique élastique linéaire d'une stru
ture s'é
rit :
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divσ + ρf = 0 sur Ω
σ = Aǫ sur Ω
ǫ = 1

2
(∇u + ∇

tu) sur Ω
u = 0 sur Γ1

σ.n = g sur Γ2

σ.n = 0 sur ∂Ω \ {Γ1 ∪ Γ2}

(1)où :� σ est le tenseur des 
ontraintes véri�ant ∀i, j σij = σji,� ρ est la masse volumique,� f est le ve
teur des for
es volumiques appliquées,� ü est le ve
teur a

élération,� ǫ est le tenseur des déformations linéarisées,� A est le tenseur d'élasti
ité véri�ant ∀i, j, k, l Aijkl = Ajikl = Aijlk = Ajilk ,� g est l'e�ort externe appliqué.
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ΩΓ1

Γ2Fig. 1 � Géométrie et 
onditions aux limites du problèmeDans la suite de l'étude, le 
hamp s
alaire ρ est supposé 
onstant spatialement, au 
ontraire du 
hamptensoriel A = A(x) qui est une fon
tion de la position x.2 Thème 1 : Modélisation de matériaux hétérogènes aléatoires.On s'intéresse à une famille (Ωn)n∈{1,...,N} de piè
es mé
aniques de géométrie identique, 
onstituéesd'un même matériau 
omposite, 
'est-à dire 
onstitué d'une résine dans laquelle sont noyées de 
ourtes1



�bres de 
arbone. Lors de la polymérisation de la résine par 
hau�age, les �bres de 
arbone sont piégéesdans la résine en adoptant une dire
tion aléatoire. Si on réalise une 
ampagne d'essais de tra
tion telleque dé
rite sur la �gure 2, on 
onstate une forte dispersion des résultats bien que les piè
es aient étéréalisées selon le même pro
édé. L'obje
tif du premier thème d'étude est de proposer une modélisationsto
hastique raisonnable de 
ette expérien
e.
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L = L0 + δL

δL0

δL

∆LFig. 2 � Essai de tra
tion à e�ort g imposé. On mesure la longueur L de l'éprouvette à l'équilibre, toutesles éprouvettes ayant la même longueur initiale L0. La dispersion ∆L est de l'ordre de la déformationmoyenne observée δL0.2.1 Tenseur d'élasti
ité globalement aléatoireLe tenseur A est aléatoire, i.e. 
'est un 
hamp sto
hastique A(x, ω) qu'on dé
ompose sous la formed'une 
omposante déterministe et d'une �u
tuation aléatoire A(x, ω) = A0(x) + δA(x, ω). On 
her
heà faire une analyse de la tendan
e 
entrale des résultats de l'expérien
e de tra
tion, en vue de 
erti�erun pro
édé de fabri
ation.� Quelles sont les 
onditions mathématiques sur δA pour que le problème sto
hastique soit bienposé ? Bien évidemment, A et A0 véri�ant les 
onditions de symmétrie d'un tenseur d'élasti
ité, ilen est de même de δA.� Quelles sont les 
ara
téristiques essentielles de la perturbation δA par rapport à l'analyse qui estmenée ?� Proposer une pro
édure statistique d'identi�
ation de 
es 
ara
téristiques.� Quelles méthodes numériques peut-on mettre en ÷uvre pour résoudre le problème posé ? Proposerune hiérar
hisation.� Illustrer les méthodes numériques les plus pertinentes par un prototype informatique implémentantle 
as 2D à l'aide du logi
iel FreeFem++ et/ou S
ilab.2.2 Tenseur d'élasti
ité lo
alement aléatoireOn suppose que le domaine Ω 
omporte des parties �épaisses� dans lesquelles le 
ara
tère aléatoirede A ne se manifeste pas de façon sensible, alors que dans d'autres parties de Ω l'in�uen
e du terme δAest notable, voire la �gure 3. On 
her
he une méthode de type dé
omposition de domaine permettant detraiter les parties épaissent par une méthode d'éléments �nis déterministe, alors qu'on traite les partiesmin
es par une des méthodes identi�ées dans la se
tion pré
édente.� Comment ra

order les di�érents domaines ? 2
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Fig. 3 � Domaine alternant les parties épaisses (Ω1, Ω2), les parties min
es (Ω3, Ω4) et les zones dera

ord asso
iées� Dé
rire la méthode numérique pré
onisée en détail.� Mette en ÷uvre la méthode numérique pré
onisée sur un 
as 2D à l'aide du logi
iel FreeFem et/ouS
ilab.3 Thème 2 : Modélisation mé
anique élastique linéaire sur undomaine aléatoire.Pour 
e thème de re
her
he, on suppose que le tenseur d'élasti
ité est déterministe et tel que Aǫ =
λTr(ǫ)I + 2µǫ (matériau isotrope), où λ et µ sont des réels positifs.On souhaite modéliser les défauts géométriques de fabri
ation en rendant aléatoire le domaine Ω surlequel est posé le problème 1 : on suppose que le domaine peut s'é
rire Ω(ω) = φω(Ω0) ave
 φ �pro
he�de l'appli
ation identité, le domaine Ω0 étant régulier. On souhaite déterminer la valeur moyenne et ladispersion du 
hamp u.� Proposer une norme adaptée pour quanti�er la proximité de φ et de l'identité.� En dé
omposant φ sur une base adaptée à déterminer (type déformées modales ou autre), faire lelien entre la dispersion de u et les 
omposantes de φ (vitesse de dé
roissan
e ?).� Proposer une méthode numérique pour 
al
uler les 
ara
téristiques demandées sur u.� Prototyper la méthode numérique en FreeFem++/S
ilab pour des géométries simples (re
tangle,ellipse).
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