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³Á« ¬/©8»®Z»³'¤(´ ª7»§3´Q´Q¤=¬ª2ª7«Q¦2¬¤=ª2¥<§3»´1©8ª2®Z¤|¬¼·�³Ç·�©7¦8»¼¶W¤|®"Ì ¤WÈZ¥²¯=¦7»¤(´²¶W¤=ª

X

Z =








Ψ0 Ψ1(ξ
1) . . . Ψp(ξ

1)
Ψ0 Ψ1(ξ

2) . . . Ψp(ξ
2)ÃÃÃ Ã Ã Ã ÃÃÃ

Ψ0 Ψ1(ξ
n) . . . Ψp(ξ

n)








Ä�´�´ §C©8·3´1©
Ω

¬¼·�³Ç·�©8¦7»¼¶W¤�®Z»¼·Cß3§*´ ·C¬¤Å®Z¤lª¿¥<§3»¼®Qª�®Z¤�¬· Â*«²·3®Z¦�·�©8«Q¦7¤*Ë�¥<§3«Q¦�«Q´Q¤
Ú ·*ª9¤|®Z¤|¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤=ª�´Q§3¦8³Ç·C¬»ª7¯=ª=ËF¬±¤¾¸¹§*¦7³Ç·C¬»¼ª9³'¤|®Z¤,Â1« ·3®Q¦8·C©7«Q¦8¤¾¤W©%®Z¤|¦8¯(ß*¦7¤lª7ª7»±§*´Ï®Z¤
¬hÌ ¤lª�©8»±³Ç·�©8»±§*´�®Q¤=ª�¶(§1¤(Ù>¶W»¤(´1©8ª5³'§Z®Q·C«QÈ

β
¤=ª9©A�

β̂ � ������(�������(�% = Z ′Ωy

β̂ (��!&�(�%�	�	� �!' = (Z ′Z)−1Z ′y

£a¤|¸¹§3¦8³Ç·C¬»ª7³'¤,¤=ª9©_®Z§*´ ¶|ß*¯(´Q¯=¦7»¼Â1«Q¤|¤W©_¸X·3¶W»¬¤Á½Ç¥Q¦8§3ß*¦8·3³�³'¤=¦=Ã � ¬L¥²¤=¦7³'¤W©7©7¦�·Ç«Q´Q¤
¶W§*³'¥ ·C¦�·C»¼ª9§*´¿·C»¼ª7¯(¤|®Z¤=ª

2
³'¯W©8µQ§Z®Z¤=ª%®Z¤,¶(·3¬¶(«Q¬Y®Z¤=ª2¶(§F¤WÙ>¶W»¤(´1©8ª5³'§Z®Q·3«ZÈ"Ã

� � � ��� ��� �S��������� ���E��� �A������� ����@����

£a¤W©7©7¤>¥ ·3¦9©8»±¤Ç®Z¯(Î ´Q»±©,¬±¤ -./74F×XÕ(Ø
63Õ�&
- 4 /�Ø �1Õ�&Ç®Q«�¶W§3³'¥<§*ª8·C´1©¾¬±§*ß3»¼¶W»¤(¬ �! Q � ª9«Q¦
¬¤=ª�°�·C¦8»·3ÚQ¬±¤lª'ª�©8§F¶�µ²·3ª9©7»¼Â*« ¤=ª=ËL¬¤=ª'¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤=ª'®Z¤Þ¶�µ ·3§*ªÍ³'§3´Q§Z®Z»³'¤(´ ª7»±§*´Q´Q¤=¬ª�¤W©Ç¬¤=ª
¥<§3¬º1´ Ê3³'¤=ª2³Í«Q¬±©7»¼®Z»±³'¤=´ ª9»§3´ ´Q¤(¬¼ª%·*ª7ª7§Z¶W»¯=ª=Ã É ·>®Q¤(¦8´Q»±Æ=¦7¤,ª7¤=¶W©7»§3´Þ¥<§3¦7©7¤Áª7«Q¦�¬hÌ ·C´ ·3¬±ºZª7¤
®Z¤¾¬hÌ ¤=¦7¦8¤(«Q¦�®Q¤�³'§Z®Z¯=¬±»¼ª7·C©7»§3´�ª9« ¦2¬±¤lª2»±´²¶W¤(¦7©7»±©7«²®Z¤=ª2®Z¤lª2¦8¯(¥<§3´ ª7¤=ª=Ã
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É ·Þ¶(§3´F°3¤=¦7ß*¤(´ ¶(¤ÍÂ1« ·3®Q¦8·C©7»¼Â*« ¤'®Q¤Ç¬�Ì ·C¥Q¥ ¦7§qÈZ»³'·C©7»§3´

ŷ(x, t; z(ξ)) → y(x, t; z(ξ))®Z¯=¥²¤=´ ® ¯(°F»®Q¤(³'³'¤(´1©¿®Z«�³'§F®QÆ(¬¤ B 4	� &Û× � % ÕWË5®Z¤Þ¬¼·�³�§Z®Z¯=¬±»¼ª8·�©7»§3´ ¥Q¦8§3Ú ·3ÚQ»¬±»¼ª�©8¤Þ®Z¤=ª
¥ ·3¦8·3³�Æ(©7¦8¤=ªi»´ ¶W¤=¦9©�·C»´ ª

ui
¤(©%®Z«Þ¶�µQ§3»±ÈÏ®Z¤lª5°q·3¦7»¼·CÚ ¬±¤lªiª9©7§Z¶�µ ·*ª�©8»Â1«Q¤lª

ξ
Ã

^ ·3´ ª|¶W¤Ç¥ ¦7§3¨�¤W©=Ëd§*´�ª7§3«Qµ²·C»±©7¤'¥²§*«Q°3§*»±¦¾¯=°q·3¬±« ¤(¦|·C«�³'§3»´ ª
3
©�º1¥<¤=ª|®Q¤�°�·3¦7»¼·CÚQ¬¤=ª

ª9©7§Z¶�µ ·3ª9©7»¼Â1«Q¤=ª �
æ Ãi´ §3¦8³'·3¬±¤|¶(¤(´1©7¦8¯(¤¾¦8¯=®Z«Q»±©7¤ → ¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤lª2®"Ì ã%¤(¦8³'»/©8¤
G Ãi¤(ÈZ¥²§*´Q¤(´1©7»¤(¬¬¤,®Z¤¾¥ ·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤

λ = 1 → ¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª2®Z¤ É ·3ß3«Q¤=¦7¦8¤
N Ãi« ´Q»/¸¹§*¦7³'¤,®Q·3´ ª

[0, 1] → ¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª5®Z¤ É ¤=ß3¤=´ ®Z¦8¤
É Ì _�´Q´ ¤WÈZ¤,¦�·C¥<¤(¬¬±¤|¬¼·'³'¯W©7µ §F®Q¤Á®Z¤Á¶=·C¬¼¶W«Q¬Y¥²·C¦�¦8¯=¶(«Q¦7¦8¤(´²¶W¤|®Z¤,¶W¤lª2¥<§3¬º1´ Ê3³'¤=ª2§*¦9ä

©7µ §3ß3§*´ ·C«QÈ>¤W©�¬¤(«Q¦5¸¹§*´ ¶Û©8»±§*´�®Z¤|¥<§3»¼®Qª�·*ª7ª7§Z¶W»¯(¤*Ã
� ¬<¸X·C« ®Z¦�·Á®Q§3´ ¶ -�ÑH6*ÕWØ|¬¤=ªa©7¦�·C´²ª�¸¹§*¦7³Ç·�©8»±§*´ ª�¤=´1©7¦8¤%¬¼·,¬§3»"®"Ì «Q´Q¤�¥ ·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤lª�»´ ¶W¤=¦9ä
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ui
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ª9©7§Z¶�µ ·3ª9©7»¼Â1«Q¤=ªÏ§3´1©Þ¬¼· ³ �=³�¤À¬§3»,Â1«Q¤�¬±¤lª�¥ ·C¦�·C³'Æ(©7¦8¤=ªÏ»±´ ¶(¤(¦7©8·3»±´ ª=Ë2¬¼·�©8¦8·3´ ª�¸¹§*¦7³Ç·Cä
©7»§3´ ¤=ª9©Ç¯(°F»¼®Z¤(³'³'¤(´1©'©7¦8Æ=ªÇª7»±³'¥Q¬¤3Ã O�·3¦Ç¤WÈZ¤(³'¥Q¬¤3Ë�¬§3¦�ª7Â1«Q¤�¬hÌ »´ ¶W¤=¦9©8»/©8« ®Z¤Þ®Z«�¥ ·3¦8·Cä
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pi(ui) = N (m, σ)
Ë�¬·�°�·3¦7»¼·CÚQ¬¤�Ö /��

Ó %ZØ7Õ�1)1ÕÍª9©7§Z¶�µ ·*ª�©8»Â1«Q¤
ξi

·3ª8ª9§Z¶W»¯(¤|¤lª�©¾«Q´Q¤Í°�·C¦8»·3ÚQ¬±¤Í·C¬¯=·�©8§3»¦7¤Í¶W¤(´1©8¦7¯=¤,¦7¯l®Z«Q»±©7¤�®Z¤Á¬§3»
�����

i(ξi) = N (0, 1)
Ã É ·Á©8¦8·3´ ª9¸¹§3¦8³'·C©7»§3´Ï¥²¤=¦7³'¤W©%®YÌ ¤(ÈF¥ ¦7»³'¤(¦

ui
¤(´�¸¹§3´²¶Û©7»§3´�®Z¤
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�

ui = m + σξi

^ ·3´ ª>¬¤�¶=·3ªÇ§��	¬±¤lª>¬§3»¼ª>¤=´*©8¦7¤Þ¬¤=ª¿¥ ·C¦�·C³'Æ(©7¦8¤=ªÇ»´ ¶W¤=¦9©�·C»´ ª
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¤(©¿¬¤=ª>°�·3¦7»¼·CÚQ¬¤=ª
ª9©7§Z¶�µ ·3ª9©7»¼Â1«Q¤=ª

ξi
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¬¤Á¶(·*ª2§��
zi

¤lª�©_«Q´Q¤,°�·C¦8»¼·CÚQ¬¤,·C¬¯=·C©7§3»¦8¤|«Q´Q»±¸¹§3¦8³�¤Íª9«Q¦
[a, b]

¤W©�§��
ξi

¦7¤(©7¤=´1« ¤|¤=ª9©%¬·
°�·C¦8»·3ÚQ¬¤Í·C¬¯=·C©7§*»±¦8¤Á´Q§*¦7³Ç·3¬±¤�¶W¤(´1©8¦7¯=¤Í¦8¯=®Z« »/©8¤3Ë"¬¼·>©8¦8·3´ ª�¸¹§*¦7³Ç·C©7»§3´�»´F°3¤(¦�ª7¤Íª=Ì ¤(ÈF¥ ¦7»³'¤
¥ ·3¦��

ui = a +
(b − a)
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%!(��
(

ξi√
2
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,¥Q«Q»¼ª�½Ç»±´F°*¤(¦�ª9¤=¦%¶W¤(©9©7¤
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����� �	J"�aTfK�G�]_]|T � TfRaP I�TLN�]|G�K�2R���� TfN�I%T�c²}�O?G�N
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y(x, t)
¶(·3¬¶(«Q¬±¯=¤=ª�¥ ·C¦a¬±¤lª�¶W§Z®Z¤%¤=ª9©@�

y(x, t; ξ) =
∑

k

βk(x, t)Ψk(ξ)

É ¤'´Q§*³ÁÚQ¦8¤Ç®Z¤=ª|¶(§1¤(Ù>¶W»¤(´1©8ª¾³'§Z®Q·C«QÈ�½�¶(·C¬¼¶W« ¬±¤=¦¾®Q¯(¥<¤(´ ®À®Z¤Ç¬¼·�®Z»±³'¤=´ ª9»§3´Àª9©7§Cä
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	^áX®Z»³'¤(´ ª7»±§*´ ®Q« °*¤=¶Û©8¤(«Q¦

ξ
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Ä�´�´Q§C©�·C´1©
β̂(x, t)

¬�Ì ·C¥ ¥Q¦7§qÈZ»³Ç·�©7»§3´>®Q¤=ª2¶W§F¤(ÙÇ¶(»±¤=´1©8ªi³'§F® ·C«ZÈ>§*ÚZ©7¤=´1«²ªa¥²·C¦2Â1« ·�ä
®Z¦�·�©8«Q¦7¤5§*«�¦8¯(ß*¦7¤lª7ª7»§3´YËl¬±¤_®Z¯(°*¤(¬§3¥Q¥<¤(³'¤(´1©�ª7¥²¤l¶Û©7¦�·C¬Q©7¦8§3´ Â1«Q¯2®Z¤2¬¼·|ª9§*¬±«Q©7»§3´Ç½�¬�Ì §3¦�®Z¦8¤
' �À¸¹§*«Q¦7´ »/©¿« ´ 3�� Ó / � 3 ÑH6���1±Õ &ÛÓ�ÑH-.4 /E&�Óh× � % ÕWËi³'¯W©8·Cäh³'§Z®ZÆ=¬±¤�¶=·C¦>³'§Z®ZÆ(¬¤�®Q«	³�§Z®ZÆ=¬±¤
´F«Q³'¯(¦8»Â1«Q¤¾¤(©%ª�©8§F¶�µ²·3ª9©7»¼Â*« ¤�¶=·C¦2¦8¤(¥Q¦8¯=ª7´1©8·�©8»/¸�®"Ì « ´Q¤|°�·C¦8»·3ÚQ¬±¤|·3¬±¯l·�©7§*»±¦8¤3Ã

ŷ(x, t; ξ) =

p
∑

k=0

β̂k(x, t)Ψk(ξ)

É §*¦8ª8Â1«Q¤�¥Q¬±«²ª9»¤(«Q¦�ªÇ°�·C¦8»¼·CÚQ¬¤=ª>ª9©7§Z¶�µ ·*ª�©8»Â1«Q¤lªÇª9§*´1©>¦7¤(©7¤(´F«Q¤lª(Ë�¬±¤lªÇ¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª>®Z¤
¶�µ ·3§*ª

Ψk
ª7§3´1©%³Í«Q¬±©7»¼®Z»±³'¤=´ ª9»§3´ ´Q¤(¬¼ª%¤(©¾ª7¤(¦8§3´1©%¶=·C¬¼¶W«Q¬¯=ª_¥ ·C¦%©7¤=´ ª9§*¦7»¼ª8·�©7»§3´Þ®Z¤�¥<§3¬º*ä

´QÊ*³�¤lª2®Z¤|¶�µ ·C§1ª5³'§3´Q§Z®Z»³'¤(´ ª7»±§*´Q¤(¬¼ª=Ã
É ¤�¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤Ï®Z¤�¶�µ ·C§1ª,³'§3´Q§Z®Z»³'¤(´ ª7»§3´Q´Q¤=¬2®Z¤Ï®Z¤=ß3¦8¯

d
·3ª8ª7§F¶(»±¯Ï½�¬·Å°�·C¦8»·3ÚQ¬±¤

ª9©7§Z¶�µ ·3ª9©7»¼Â1«Q¤
ξi

ª7¤(¦�·�´Q§C©8¯
ϕd

i (ξi)
Ã Ä�©_¤(´�´Q§C©�·C´1©

α
¬hÌ »´ ®Z»¼¶W¤Á³Á«Q¬±©7»¼®Z»³�¤=´ ª7»±§*´Q´Q¤(¬hËQ¬¤=ª

¥<§3¬º1´ Ê3³'¤=ª2®Z¤|¶�µ ·3§*ªi³Á« ¬/©8»®Z»³'¤(´ ª7»§3´Q´Q¤=¬ª%ª(Ì ¤WÈZ¥Q¦8»±³'¤=´*©2¥ ·3¦��

α = {α1, α2, . . . , α
��	 }

αi ∈ {0, 1, . . . ,
' � }, i = 1, 2, . . . ,

��	
��	
∑

i=1

αi ≤ ' �

Ψk(α)(ξ1, ξ2, . . . , ξ
�
	 ) =

�
	
∏

i=1

ϕαi

i (ξi)

É Ì »±´²®Z»¶(¤
k
¤lª�©a¬±»¯_½|¬hÌ »±´ ®Q»¶(¤%³Á« ¬/©8»±¥Q¬¤

α
Ã _´Ç¦8·3¥Q¥²¤=¬±¬¤%Â1«Q¤_¬±¤lª�°�·C¦8»·3ÚQ¬¤=ª�ª9©7§Z¶�µ ·*ª�ä

©7»¼Â1«Q¤=ª5¥<¤(« °3¤(´1© �(©7¦8¤¾®Q¤|¬±§*»ª2®Z»±àd¯(¦8¤(´1©7¤lª(ËZ»¬fª7«ZÙ'©%Â*«fÌ ¤=¬±¬¤=ª2ª7§3»¤(´1©2»±´²®Z¯(¥<¤(´ ® ·C´1©7¤lª(Ã
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��%�&�(��
(Ψk(α)) =

��	
∑

i=1

αi

^ ·3´ ªa¬·,ª7«Q»±©7¤*Ë*¥<§3«Q¦iª9»³'¥Q¬»/Î ¤=¦�¬¤=ª�´Q§C©�·�©7»§3´²ª�§3´Ç´ ¤%¦�·C¥Q¥<¤(¬¬±¤=¦8·¾¥²·3ª�¶(¤W©7©7¤_®Q¯(¥<¤(´Zä
®Q·3´ ¶W¤*ËC¤(´Ç´Q§3©8·3´*©

k
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α
¤=ª9©�¯(°F»¼®Z¤(³'³'¤(´1©%»´ ®Z¯=¥²¤=´ ®Q·C´1©8¤Á®Z«�¶�µQ§*»/È�®Z¤=ª%°q·3¦7»¼·CÚ ¬±¤lª2ª�©8§F¶�µ²·3ª9©7»¼Â*« ¤=ª=ÃQÄ�¬¬±¤
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p + 1
°q·3¬±¤=«Q¦�ª2®Z¤
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α
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p + 1 × �
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y(x, t; ξ) − ŷ(x, t; ξ) =

p
∑

k=0

(βk(x, t) − β̂k(x, t))Ψk(ξ)

︸ ︷︷ ︸%�(�(�%!��( ��� %�	 �� ������ �!'
+

∞∑

k=p+1

βk(x, t)Ψk(ξ)

︸ ︷︷ ︸%�(�(�%!��( ��% ��( ��'��!������(�%
£a§3³'¥Z©8¤Å©8¤(´F«\®Z¤�¬· ¥Q¦8§3¥Q¦8»¯W©7¯�®"Ì §*¦9©8µQ§3ß*§3´ ·3¬±»±©7¯Å¤W©�¤(´�´ §C©8·3´1© ||f || ¬¼·�´ §3¦8³�¤

·3ª8ª7§F¶(»±¯=¤�·3«Ï¥ ¦7§Z®Z«Q»±©�ª7¶=·C¬¼·C»¦7¤
< f, g >=

∫
f(ξ)g(ξ)

�����
(ξ)dξ

Ë §3´�§3ÚZ©8»±¤=´*©�¬¼·�´Q§3¦8³'¤
®Z¤¾¬hÌ ¤=¦7¦8¤(«Q¦��

||(y(x, t) − ŷ(x, t))||2 =

p
∑

k=0

(βk(x, t) − β̂k(x, t))2||Ψk||2 +

∞∑

k=p+1

βk(x, t)2||Ψk||2

É ¤'³'»±´ »±³Í«Q³ ¤=ª9©|®Z§3´ ¶�·�©7©7¤=»±´1©|¬±§*¦8ª8Â1«Q¤Á¬hÌ ¤(¦8¦7¤=«Q¦�®YÌ ¤lª�©8»±³Ç·�©8»±§*´Å¤lª�©|´F«Q¬¬±¤'¶CÌ ¤=ª9©¾½
®Z»¦7¤ ∀k = {0, 1, . . . , p}, β̂k(x, t) = βk(x, t)
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_´ ¦�·C¥ ¥²¤=¬±¬¤Ï¬hÌ ¯=Â1« ·�©8»±§*´ ®Q« ¥Q¦8§3Ú ¬±Æ=³�¤*Ë?§��
θ(x, t)

¤=ª9©Ç¬·Å©7¤=´Q¤(«Q¦Ç¤=´ ¤l·C« °3§3¬«Zä
³'»Â1«Q¤*Ë?¤W©

D(θ), K(θ)
¦7¤lª9¥<¤=¶W©7»°3¤=³�¤=´1©Í¬¼·�®Z»±àd« ª9»±©7¯�®Z« ³'»±¬»±¤=«^¤(©Çª8·Å¶(§3´ ®Q« ¶Û©8»±°F»±©7¯

µFºZ®Z¦8·3«Q¬»Â1«Q¤#�
∂θ

∂t
=

∂

∂x
[D(θ)

∂θ

∂x
] − dK

dθ

∂θ

∂x^ ·3´ ª�¶W¤W©7©7¤�¯=Â1« ·C©7»§3´YË
D(θ)

¦7¤=¥Q¦8¯=ª7¤(´1©7¤�¬¼·^®Q»/àd« ª7»±°F»±©7¯À®Z«{³'»±¬»¤(«�¤(©
K(θ)

ª7·
¶W§*´ ®Z« ¶W©7»°F»/©8¯%µFºZ®Z¦8·3«Q¬»Â1«Q¤*ÃZ£a¤lª�¸¹§*´ ¶Û©8»±§*´ ª5ª9§*´*©5®Z¯W©8¤(¦8³'»±´Q¯=¤=ªi½,¥ ·3¦9©8»±¦5®"Ì ¤=ª8ª7·3»ª�¦7¯l·C¬»/ä
ª7¯=ª%ª7«Q¦_¬±¤,³'»¬±»¤(«Å¥²§*¦7¤=«ZÈ�¤(©�®Z¯=¥²¤=´ ®Z¤=´*©¾®Z¤Á¬hÌ ¯W©8·C©_®Z«�³'»¬±»¤(«fÃG_´Å¶=·C¦�·3¶W©7¯(¦8»¼ª9¤¾¬hÌ ¯(©8·�©
®Z«Ï³�»¬»±¤=«Ï¥ ·3¦a¬¼·Á©7¤(´ ¤(«Q¦5¤(´Ï¤=·3«Ï½Á¶�µ²·C¦8ß3¤%´F«Q¬¬¤

θs
¤(©2½Í¬hÌ ¯(©8·�©5»´Q»/©8»·3¬

θn
Ã _´Ï®Z¯WÎ ´ »/©

¬¼·Á©8¤(´Q¤=«Q¦2¤(´�¤l·C«�¦7¤=¬·C©7»°3¤ �

Θ =
θ − θn

∆θ

���
∆θ = θs − θn

É ¤lªi¸¹§3´ ¶W©7»§3´ ª
K(θ)

¤(©
D(θ)

ª7§3´1©2¥Q¦8»ª7¤=ª2®Z¤¾¬¼·�¸¹§3¦8³'¤#�

K(θ) = Kn + ∆KΘ2 C − 1

C − Θ

D(Θ) = h(C)[
S

∆θ(C − Θ)
]2

^ ·3´ ª�¶(¤=ª5¤WÈZ¥Q¦8¤=ª8ª7»±§*´ ª �

∆K = Ks − Kn

h(C) =
C(C − 1)(π(C − 1) + B)

4(C − 1) + 2B

���
B = 1.46147
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É ¤lªd¸¹§3´ ¶W©7»§3´ ª
K(Θ), D(Θ)

®Q¯(¥<¤(´ ®Z¤=´1©L®Z§3´²¶�®Z¤=ªf¥ ·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤lª
C, Ks, Kn, S

Ãl£_Ì ¤=ª9©
ª7«Q¦�¶W¤lª5¥ ·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤lª5Â*« ¤�¥<§3¦7©7¤=¦7§*´1©5¬¤=ª5»´ ¶(¤(¦7©7»±©7« ®Z¤lª2®Z¤|¬¼·Í³'§Z®Z¯=¬±»¼ª7·C©7»§3´YÃ

É ¤�³'»±¬»±¤=«Å¤lª�©|ª9§*«Q³'»ª�½Ï«Q´Q¤'¶W§3´²®Z»/©8»±§*´�®Z¤'®Z¯=ÚQ»/©|¶W§*´ ª9©8·C´1©
R

¤(´
x = 0

Ëd¶W¤'Â1«Q»
ª7¤_©8¦8·*®Z«Q»±©�¥ ·C¦A�

K(Θ) − D(θ)
∂θ

∂x
= R

O�·C¦¿·3»±¬¬±¤=«Q¦�ª(Ë�·3« ©8¤(³'¥ ª
t = 0

Ë�¬hÌ ¤(´ ª7¤(³ÍÚQ¬±¤�®Q« ³'»¬±»¤(«	¤lª�©¿® ·C´ ªÇ« ´	¯W©8·C©>´Q§3´
ª8·�©7« ¦7¯*ËF¶=·C¦�·3¶W©7¯(¦8»¼ª9¯�¥ ·C¦2¬¼·'¶W§*´ ®Z»±©7»§3´ �

θ(x, t = 0) = θn, x ≥ 0

� ´Q¤Þª7§3¬«Z©7»§3´ ·C´ ·3¬±º1©8»Â1«Q¤�®Z¤Þ¶W¤�¥Q¦8§3ÚQ¬Æ(³'¤�¤=ª9©Ç®Q§3´Q´QÆ=¤�® ·C´ ª�¬¼·�¦8¯W¸¹¯=¦7¤=´ ¶W¤�ª9« »/ä
°�·C´1©7¤��CO�Ã j ¦7§1·3®ZÚQ¦8»¼®Zß3¤*Ë � Ã��	µQ»/©8¤3Ë²ÌE£a§*´ ª�©�·C´1©�¦�·�©7¤5¦�·C»´Z¸X·C¬¬Q»´ZÎ ¬±©7¦�·�©8»±§*´ �T_	°3¤=¦8ª8·�©8»±¬¤
´Q§*´Q¬±»´Q¤l·C¦Y³'§Z®Z¤(¬ æ Ã"_�´ ·3¬±º1©8»¶�ª7§3¬«Z©8»±§*´YÌ±Ë���·C©7¤=¦ K ¤lª9§*«Q¦8¶(¤=ª K ¤=ª7¤=·C¦�¶�µYËW°*§3¬ G J Ë#��� æ Ë(¥ ¥
æ J$Mqä æ M J Ë æ�# `T`QÃC_´Çª9¤2¥ ¦7§*¥²§1ª9¤2®"Ì «Z©7»¬»ª7¤(¦�¶(¤W©7©7¤�ª7§3¬«Z©7»§3´Ç·C´²·C¬º*©8»Â1«Q¤5¥<§3«Q¦�¬±¤lª�¶(·3¬¶(«Q¬ª
®Z¯(©7¤(¦8³'»±´ »ª9©7¤lª(Ã _´Þ®Z§*´Q´Q¤|¶W»±ä ·3¥Q¦8Æ=ªi¬±¤lª5¥Q¦8»±´ ¶(»±¥²·C«ZÈ¿¯=¬±¯=³'¤(´1©8ª�®Q¤¾¶(¤W©7©7¤,ª7§3¬«Z©7»§3´YÃ

� §*«Z©%®"Ì ·CÚ<§3¦�®¿§*´Ï»´1©7¦8§Z®Z«Q»±©�¬±¤lª5°q·3¦7»¼·CÚ ¬±¤lªa« ´Q»®Q»±³'¤(´²ª9»§3´Q´ ¤(¬¬±¤lª�ª9« »±°�·C´1©8¤=ªA�

x∗ = x
λs

���
λs = h

C(C−1)
S2

∆θ∆K

t∗ = t
ts

���
ts = h

C(C−1)
S2

(∆K)2

_´�»±´1©7¦8§Z®Z«Q»±©��

K∗ =
(K − Kn)

∆K

D∗ =
D

Dr

Dr =
λ2

s

ts

R∗ =
R − Kn

∆K
_´�¥²§1ª9¤¾¤(´QÎ ´ �

m = 4C(C − 1)

ρ =
R∗

m
τ = mt∗

É ·�ª9§*¬±«Q©7»§3´^¤lª�©Ç®Z§*´Q´Q¯(¤�ª7§3« ªÁ¸¹§3¦8³'¤Ï¥ ·3¦8·3³'¯W©7¦8¯(¤¿¤(´
ζ
�
Θ(ζ, τ), x∗(ζ, τ)

Ã�Ä�´
¥<§*ª8·C´1©��

A =
%����

[−ζ2τ−1]

B1 = (ζ − ρτ)τ−1/2

B2 = (ζ + ρτ)τ−1/2

C1 = ζ − ρ(1 + ρ−1)1/2τ ]τ−1/2

C2 = ζ + ρ(1 + ρ−1)1/2τ ]τ−1/2

æ��



»±¬f°1»¤(´1©��

u =
1

2
A{2 %����

(B2
2) + f(C1) − f(B1) + f(C2) − f(B2)

∂u

∂ζ
= ρA[2

%����
(B2

2) − (1 + ρ−1)1/2{f(C1) − f(C2)} + f(B1) − f(B2)]

§���¬¼·Á¸¹§*´ ¶Û©8»±§*´
f(x) =

%����
(x2)

%�(��
�
(x)

Ã
Ä�©�¤=´YË�¥ ·C¦7©7»¼¶W« ¬±»¤(¦lË�¬·¾ª7§3¬«Z©7»§3´'·C«�´Q»°3¤l·C«'®Z¤5¬·¾ª7«Q¦9¸X·*¶W¤5¬»±ÚQ¦8¤|á

x = 0
åL¤=ª9©�®Z§3´ ´Q¯(¤

¥ ·3¦��

Θ0 = C{1 − 1

1 + 2ρ{1− %����
(−ρτ)

%�(��
�
(−ρτ 1/2) + (1 + ρ−1)1/2

%�(��
[ρ(ρ + 1)τ ]1/2
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®Q¤(´ ª7»/©8¯,®Z¤|¥Q¦8§3Ú ·3ÚQ»¬±»±©7¯¾¤WÈZ¥<§3´Q¤=´1©7»¤(¬¬±¤
(λe−λx)

Ã
?

Kn
�Z§*¦8®Z¦8¤|®Z¤¾ß3¦�·C´ ®Q¤(«Q¦5¥<§3«Q¦�®Z¤|¬hÌ ·C¦8ß3»¬±¤#�

10−10ms−1
Ë

?
Ks

�a§*¦8®Z¦8¤Å®Z¤�ß3¦�·C´ ®Q¤(«Q¦>¥<§3« ¦�®Z¤�¬�Ì ·C¦8ß3»¬¤ �
10−17ms−1 Ã2£aµ ·*¶W«Q´ ¤Å®Z¤�¶(¤=ª

¶(§3´ ®Q« ¶Û©8»±°F»±©7¯=ª'µFºZ®Z¦�·C«Q¬»¼Â*« ¤=ª�¥²¤=«Z©Ç°�·C¦8»±¤=¦'®YÌ «Q´�§*¦8®Z¦8¤Ï®Q¤�ß*¦8·3´ ®Z¤=«Q¦Ç®Q·C´ ª�¬¤=ª
2
ª9¤=´ ª=Ë�¥ ·3¦Ï¤(ÈF¤=³'¥Q¬±¤Å¥²§*«Q¦

Kn
®Z¤

10−11 ½
10−9ms−1 Ã O�·C¦Ï¶(§3´1©7¦8¤Å¶(¤=ª
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¬§3»¼ªa¥²¤=¦7³'¤W©7©8·3´*©5®Z¤¾ª9¤_¬±»³'»/©8¤(¦5½Á®Z¤lª�ß*¦8·3´ ®Z¤(« ¦8ª�´Q¯=¶(¤=ª8ª7·3»±¦8¤(³'¤(´1©�¥<§*ª7»±©7»°3¤=ª_á¹¬§3»
´ §3¦8³'·3¬±¤�©8¦7§*´ Â1«Q¯(¤*ËZ¬±§*»"¬±§*ß3´Q§*¦7³Ç·C¬¤låWÃ

?
S
�*§*¦8®Q¦7¤%®Q¤_ß*¦8·3´ ®Z¤(« ¦�¥<§3«Q¦5®Z¤%¬hÌ ·C¦8ß3»¬±¤ �

10−4ms−1/2
Ã _´>«Z©8»±¬»¼ª9¤=¦8· Ë*¥<§3«Q¦5¶W¤
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¥<§*ª7»±©7»°3¤Çá¹¬§3»Y´ §3¦8³'·3¬±¤_©7¦8§3´²Â*« ¯(¤3ËZ¬§3»"¬§3ß*´Q§3¦8³Ç·C¬¤låWÃ
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É ¤lª?¥²§*¬±ºF´QÊ*³�¤lª�®"Ì ã�¤(¦8³'»/©8¤2®"Ì §*¦8®Q¦7¤

n
ª7§3´1©�¬±¤lª?¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª?®Z¯WÎ²´Q»ª�¥ ·C¦?¬¼·_¦8¤(¬¼·�©8»±§*´

®Z¤¾¦8¯=¶W« ¦7¦8¤(´ ¶(¤ �
Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x)

¤W©�¬¤=ª2¶(§3´ ®Q»/©8»±§*´ ª2®"Ì »±´Q»±©7»¼·C¬»¼ª7·C©7»§3´ �

H0(x) = 1, H1(x) = 2x

É ·Í¸¹§3´²¶Û©7»§3´Þ®Z¤¾¥<§3»¼®Qª2¤lª�©
ω(x) = e−x2 ª7«Q¦

] −∞, +∞[

∫ +∞

−∞

Hn(x)Hm(x)e−x2

dx =
√

π2nn!δn,m

O?§3«Q¦�·3³�¯=¬±»§3¦8¤(¦?¬¼·�¥Q¦7¯l¶W»¼ª9»§3´�®Z¤=ª�¶=·C¬¼¶W«Q¬hË�»¬Q¤=ª9©�¥Q¦7¯(¸¹¯(¦�·CÚQ¬¤5®"Ì ·q°*§3»¦�®Z¤=ª?¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤=ª
´Q§*¦7³Ç·C¬»¼ª9¯lª(ÃFÄ�´�¥<§*ª8·C´1©��

H̃n(x) =
Hn(x)√

2nn!

æ3æ



§3´�§3ÚQ©7»¤(´1©%·C¬§3¦�ªi«Q´Q¤¾´Q§3« °3¤(¬¬¤�¦8¤(¬¼·�©8»±§*´�®Q¤�¦8¯=¶(«Q¦8¦7¤=´ ¶W¤¾®Z¤=ª�¥²§*¬±ºF´QÊ*³�¤lª
H̃n

�

H̃n+1(x) = xH̃n(x)

√

2

n + 1
− H̃n−1

√
n

n + 1

·q°3¤l¶
H̃0 = 1

¤(©
H̃1(x) =

√
2x

Ã
_´Þ·�®Q§3´ ¶#�

∫ +∞

−∞

H̃n(x)H̃m(x)e−x2

dx =
√

πδn,m

É §*¦8ª8Â1«YÌ §*´�ª7§3« µ ·C»±©7¤|«Z©8»±¬»¼ª9¤=¦_¶W§*³'³�¤¾¸¹§*´ ¶Û©8»±§*´Þ®Z¤,¥<§3»¼®Qª(Ë²¬·'¬§3»f´Q§3¦8³Ç·C¬¤,¶W¤(´1©8¦7¯=¤
¦8¯=®Z«Q»±©7¤ N (0, 1) = (2π)−1/2

∫
e−x2/2dx

ËL¬¤Ï¶�µ²·C´Qß*¤(³'¤(´1©Á®Z¤Ï°q·3¦7»¼·CÚ ¬±¤lª
x = ξ/

√
2¥<¤(¦8³�¤(©%®"Ì §3ÚZ©8¤(´Q»¦2¬±¤lª5¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª2·3ª8ª7§F¶(»±¯lª5½Í¬¼·'®Z¤(´²ª9»±©7¯|´Q§*¦7³Ç·3¬±¤ �

ϕn(ξ) = H̃n(ξ/
√

2)

_´Þ§3ÚZ©8»±¤=´1©_·C¬§3¦�ª5«Q´�ª7ºFª9©7Æ=³'¤,®Z¤,¥<§3¬º1´ Ê3³'¤=ª
ϕn

§*¦9©8µQ§3ß*§3´ ·3«ZÈ>¥²§*«Q¦�¬¼·>®Z¤=´ ª9»±©7¯
´Q§*¦7³Ç·C¬¤#�

∫ +∞

−∞

ϕn(x)ϕm(ξ)
e−ξ2/2

√
2π

dξ = δn,m
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¥ ·3¦9©8»±¤=¬±¬¤=ªi¤W©�¦8¤=¶(§3´ ª9©7»±©7« ¤(¦5¸X·3¶(»±¬¤(³'¤=´*©2¬¤=ª2»´ ®Z»¼¶W¤lª2®Z¤wtF§*Ú²§*¬�Ã

^ Ì ·C«Q©7¦8¤�¥ ·C¦7©=Ë=¬±§*¦8ª8Â1«Q¤�¬hÌ »´1©7¯(ß*¦8·C©7»§3´|®Z¤ ���!��	�	�#���%�( �  ��%�¤=ª9©L®Z¯(Î ´Q»¤�¥<§3«Q¦Y¬¼·5¸¹§*´ ¶Ûä
©7»§3´Ï®Z¤_¥<§3»¼®Qª

w(x) = e−x2 ËF»±¬²¸X·C«Z©2¶W§*¦7¦8»ß3¤(¦a¬±¤lª�¥<§3»´1©8ªa¤W©5¥²§*»® ªi®Q¤_¬¼·ÁÂ1« ·*®Z¦8·C©7«Q¦8¤��
∫ +∞

−∞

f(x)e−x2

dx =
∑

j

ωjf(xj)

O�·C¦2¬¤,¶�µ ·C´Qß*¤(³'¤(´1©2®Z¤|°�·C¦8»·3ÚQ¬¤=ª
x = ξ/

√
2
§*´�§3ÚZ©7»¤(´1©��

∫ +∞

−∞

f(ξ)
1√
2π

e−
ξ2

2 dξ =
1√
π

∫ +∞

−∞

f(
√

2x)e−x2

dx =
∑

j

ωj√
π

f(
√

2xj)

É · ¶W§3¦8¦8¤=¶Û©8»±§*´	¶W§3´²ª9»¼ª�©8¤Å®Z§*´ ¶Å½�®Q»±°F»¼ª9¤=¦¿¬¤=ªÏ¥²§*»®QªÏ¥ ·3¦ √
π
¤W©�½�¤Wàd¤=¶W©7«Q¤=¦Ï« ´

¶�µ ·3´Qß3¤=³�¤=´1©5®"Ì ¯=¶�µ ¤(¬¬±¤,ª7«Q¦2¬¤=ª5¥<§3»´*©�ª2®Z¤,¶W§*¬±¬§Z¶(·C©7»§3´
xj

®YÌ «Q´�¸X·*¶Û©8¤(«Q¦ √
2
Ã

	 ��� x G�K �R � �~T\I�T��,TY`�TfR%I%[QT
É ¤lª_¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤lª�®Q¤ É ¤(ß3¤=´ ®Z¦8¤Í®"Ì §3¦�®Z¦8¤

n
ª7§3´1©|®Z¯WÎ²´Q»ª�¥ ·3¦¾¬·Ï¦7¤=¬·C©7»§3´Å®Q¤Í¦8¯=¶(«Q¦9ä

¦8¤(´ ¶(¤#�
(n + 1)Pn+1(x) = (2n + 1)xPn(x) − nPn−1(x)

»´Q»/©8»·3¬±»¼ª7¯(¤¾¥ ·C¦
P0(x) = 1, P1(x) = x

æ"G



É ·Í¸¹§3´²¶Û©7»§3´Þ®Z¤¾¥<§3»¼®Qª2¤lª�©
ω(x) = 1

ª7«Q¦
[−1, +1]

Ã É ¤¾¥Q¦8§Z®Z«Q»±©%ª7¶=·C¬¼·C»¦7¤#�

< Pn, Pm >=

∫ +1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =
2

2n + 1
δn,m

� ´À¥Q¦8§Z¶W¯=®Q¯'®Q¤�´ §3¦8³'·3¬±»¼ª8·�©7»§3´�¯=Â1«Q»°�·C¬¤(´1©,½Ï¶(¤(¬«Q»�¤Wàd¤=¶W©7«Q¯Ç¥ ¦7¯l¶W¯=®Q¤(³'³'¤(´1©,ª9«Q¦
¬¤=ª�¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤lª%®"Ì ã�¤=¦7³'»±©7¤3Ëd¶W§*´ ®Z«Q»±©�½>«Q´Q¤Á´ §3«Q°*¤(¬¬±¤,¦8¤(¬¼·�©8»±§*´�®Z¤,¦8¯=¶(«Q¦7¦8¤(´²¶W¤,ª7«Q¦%¬¤=ª
¥<§3¬º1´ Ê3³'¤=ª

P̃n
�

P̃n+1 =

√

(2n + 1)(2n + 3)

n + 1
xP̃n(x) − n

n + 1

√

2n + 3

2n− 1
P̃n−1

·q°3¤l¶
P̃0 = 1

¤(©
P̃1(x) =

√
3x

Ã É ¤lª5¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª
P̃n

°*¤(¦8»/Î²¤(´1©�®Z§3´ ¶�¬¼·'¦7¤=¬·C©7»§3´ �

∫ +1

−1

P̃n(x)P̃mdx = 2δn,m

O�·C¦L¶�µ²·C´Qß*¤(³'¤(´1©f®Z¤�°�·3¦7»¼·CÚQ¬¤
x = 2ξ−1

Ë=§3´|§*ÚZ©7»¤(´1©f¬¤=ªf¥²§*¬±ºF´QÊ*³�¤lªf®Z¤ É ¤(ß*¤(´ ®Q¦7¤
·3ª8ª7§F¶(»±¯lª5½Í¬¼·'®Z¤(´²ª9»±©7¯|«Q´ »/¸¹§*¦7³'¤|ª9« ¦

[0, 1]
�

ϕn(ξ) = P̃n(2ξ − 1)

É ¤lª5¥²§*¬±ºF´QÊ*³�¤lª
ϕn

ª7§3´1©�®Z§3´²¶¾§3¦7©7µQ§*ß3§3´²·C¬»ª7¯=ªaª9«Q¦2¬¼·Ç®Z¤=´ ª9»±©7¯¾«Q´ »/¸¹§*¦7³'¤
[0, 1]

�

∫ +1

0

ϕn(ξ)ϕm(ξ)dx = δn,m

_´ §C©7¤=¦Á¯=ß*·C¬¤(³'¤=´*©lËf¬¤Ï¶�µ ·3´Qß3¤=³'¤(´1©Í½�§*¥²¯=¦7¤=¦,¬§3¦�ª7Â1«YÌ §3´�ª7¤(¦�·�·C³'¤=´Q¯¿½Å¶=·C¬¼¶W«Zä
¬¤(¦Á« ´Q¤¿»´1©7¯(ß*¦8·C©7»§3´â®Z¤ ���!��	�	�# $�%�&�%!'���(�%²Ã É §3¦�ª7Â1«Q¤>¬¤¿ª7«Q¥Q¥<§3¦7©�®Z¤Ï¬·Þ¸¹§3´ ¶W©7»§3´^®Z¤
¥<§3»¼®Qª

w(x) = 1
¤lª�©

[−1, +1]
ËF¬±¤lª5¥²§*»±´1©�ª

xj
¤(©�¥²§*»® ª

ωj
®Q¤|¬·'Â1« ·3®Q¦8·C©7«Q¦8¤�¶=·C¬¼¶W«Q¬¯=ª

¥<¤(¦8³�¤(©9©8¤(´1©%®"Ì ·C¥Q¥Q¦8§Z¶�µQ¤(¦5¬hÌ »´1©7¯=ß3¦�·C¬¤�ª7«Q¦
[−1, +1]

¥ ·3¦��

∫ +1

−1

f(x)dx '
n∑

j=1

ωjf(xj)

É §*¦8ª8Â1«YÌ §*´�ª7§3« µ ·C»±©7¤|¶(·3¬¶(«Q¬¤(¦2¬hÌ »´1©7¯(ß*¦8·3¬±¤|ª7«Q¦
[0, +1]

ËZ»¬"¸X·3«Z©#-�Ñ�ØÛØÛ× �1ÕWØ�¬¤=ª2¥<§3»´1©8ª
¤W©|¥<§3»¼®Qª|®Z¤'¬¼·ÏÂ1« ·*®Z¦8·C©7«Q¦8¤Í¶=·C¬¼¶W«Q¬¯=ª¾¥ ¦7¯l¶W¯=®Q¤(³'³'¤(´1©�¥²·C¦¾¬±¤'³ �(³'¤Ç¶�µ ·3´Qß3¤=³�¤=´1©¾®Z¤
°�·C¦8»·3ÚQ¬¤=ª

x = 2ξ − 1
�

∫ +1

0

f(ξ)dξ =

∫ +1

−1

f(
x + 1

2
)
1

2
dx '

n∑

j=1

ωj

2
f(

xj + 1

2
)

	 ��� x G�K �R � �~TLNâI�T �,O?`�e�Tf[Q[QT
É ¤lª¾¥²§*¬±ºF´QÊ*³�¤lª¾®Z¤ É ·Cß*«Q¤(¦8¦8¤Í®"Ì §3¦�®Z¦8¤

n
ª9§*´*©|®Z¯(Î ´Q»¼ª¾¥ ·C¦|¬¼·¿¦8¤(¬¼·�©8»±§*´�®Z¤'¦8¯=¶(«Q¦9ä

¦8¤(´ ¶(¤#�
(n + 1)Ln+1(x) = (2n + 1 − x)Ln(x) − nLn−1(x)

æ N



»´Q»/©8»·3¬±»¼ª7¯(¤¾¥ ·C¦
L0(x) = 1, L1(x) = 1 − x

É ·Í¸¹§3´²¶Û©7»§3´Þ®Z¤¾¥<§3»¼®Qª2¤lª�©
ω(x) = e−x

ª9«Q¦
[0, +∞[

∫ +∞

0

Ln(x)Lm(x)e−xdx = δn,m

^ ·3´ ª>¶(¤�¶=·3ª=Ë�¬·�¸¹§*´ ¶Û©8»±§*´�®Q¤�¥<§3»¼®Qª>¶(§3¦8¦7¤lª9¥<§3´²®^½�¬·À®Z¤=´ ª7»/©8¯�®Z¤�¬·�¬§3»�¤(ÈF¥<§Cä
´Q¤=´*©8»±¤=¬±¬¤Á®Z¤Í¥ ·C¦�·C³'Æ(©7¦8¤

λ = 1
Ã ^ ¤Á¥Q¬« ª%¶(¤W©7©7¤,¸X·3³'»±¬¬±¤�®Z¤,¥<§3¬ºF´QÊ3³'¤=ª%§3¦7©7µQ§*ß3§*´ ·C«ZÈ

¤=ª9©ÅÖ /�Ó %ZØ7Õ�1)1Õ 3 ÕWÖ²Ó'´Q§3¦8³Ç·C¬»ª7¯(¤*Ã É ¤=ª¿¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª
ϕn

§3¦7©7§*ß3§*´ ·C¬»ª7¯=ª'ª7«Q¦>¬¼·�®Z¤=´ ª9»±©7¯
¤WÈZ¥<§3´Q¤=´1©7»¤(¬¬±¤|¶W§*¦7¦8¤=ª7¥<§3´ ®Z¤=´1©5®Z§*´ ¶¾·C«ZÈÏ¥²§*¬±ºF´QÊ*³�¤lª2®Z¤ É ·3ß3«Q¤=¦7¦8¤��

ϕn(ξ) = Ln(ξ)
� ¬Y´YÌ ºÏ·'®Z§*´ ¶�¥ ·3ª5³'§Z®Z»±Î²¶(·C©7»§3´�®Z¤|¬�Ì »´*©8¯(ß*¦8·C©7»§3´Ï®Q¤ ���!��	�	�# $���&���%!(�(�% �

∫ +∞

0

f(ξ)e−ξdξ =
∑

j

ωjf(xj)

� � � � ����R��� ����� ��� �=��� 	���

� �� �HG2I��LK�TUK9M9R%JYO�M�[QT
^ ·3´ ªL«Q´Á¥Q¦8¤(³'»¤(¦f©7¤(³'¥ ª=Ël§3´,°*§3« ªf¥Q¦7§*¥²§1ª9¤a®Z¤�°�·C¬»¼®Z¤(¦L¬·%¥Q¦7§*ß3¦�·C³'³Ç·�©8»±§*´¾ª7«Q¦�®Z¤=ª

¸¹§3´²¶Û©7»§3´²ª|ª9»³'¥Q¬±¤lª(ËL¶W§3³'³'¤Ç¥ ·3¦|¤WÈZ¤(³'¥Q¬¤Ç¬±¤lª|³'§Z®ZÆ(¬¤=ª¾¬»±´ ¯=·C»¦8¤=ª¾¤(´À¬¤=ª|¥²·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤lª
»´ ¶W¤=¦9©�·C»´ ªA�

y(u) = α0 +
∑

k

αiui

_´ ¥<§3« ¦7¦�·Þ©8¤=ª9©7¤(¦'¬¤�¥Q¦7§*ß3¦�·C³'³'¤¿ª7«Q¦Ç¥Q¬« ª9»¤(« ¦8ª�³'§Z®ZÆ(¬¤=ª�¤(´ ¸X·C»¼ª8·C´1©�°�·3¦7»¤(¦�¬±¤
´Q§*³ÁÚQ¦8¤,®Z¤=ª%¥ ·C¦�·C³'Æ(©7¦8¤=ª5»´ ¶W¤=¦9©�·C»´ ª(Ë ¬±¤lª%¶W§F¤(ÙÇ¶(»±¤=´1©8ª

αi
³Ç·3»ª�·3« ª8ª9»L¬±¤lª�¬§3»¼ª�®Z¤,¥Q¦8§Cä

Ú ·3ÚQ»±¬»±©7¯2®Z¤=ª?¥²·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤lª
ui
Ã É §3¦�ª7Â1«YÌ »¬1º�·�³ �=³'¤i¬§3»Z¤=´1©7¦8¤i¬¤=ª?¥²·C¦�·C³'ÆW©8¦7¤lª

ui
¤W©�¬¤(«Q¦

°�·C¦8»·3ÚQ¬¤�ª�©8§F¶�µ²·3ª9©7»¼Â*« ¤
ξi
·*ª7ª7§Z¶W»¯(¤*ËC§3´>®Z¤=°F¦8·3»/©�¥²·C¦a¶(«QÚ ·C©7«Q¦8¤�¤W©a¦7¯=ß3¦8¤=ª8ª9»§3´�¦7¤l¶W§*´ ª�©8»/ä

©7« ¤(¦2¬¤�³'§Z®ZÆ=¬±¤*Ã _´Ï¥<§3« ¦7¦�·Á¯=ß*·3¬±¤=³�¤=´1©a©8¤=ª9©7¤(¦2¬hÌ ·C¥Q¥Q¦8§qÈZ»±³Ç·C©7»§3´>¬§3¦�ª7Â1«Q¤�¬¤=ª2¬§3»¼ª5®Z¤=ª
ξi
®Z»±àd¯(¦8¤(´1©%®Z¤,¶W¤=¬±¬¤=ª2®Q¤=ª

ui
Ã

� ��� �HG2I��LK�TfN�R%G�RbK9M7R�JYO�M9[QTfN
m�� 8 � � 9;+3.=4 56!�.=!��>+-1 1 '
	�Q3' 5V%(!$565,*

£a¤_¶=·3ª�©7¤=ª9©2¶W§3¦8¦8¤=ª7¥²§*´ ®'½,«Q´Q¤%¸¹§3´ ¶W©7»§3´Ï´Q§3´>¬»´Q¯=·3»±¦8¤�¤W©5´Q§*´>³'§3´Q§3©7§3´ ¤�¥Q¦8§3¥<§*ª7¯
¥<§3«Q¦_»±¬¬±«²ª�©8¦7¤=¦%¬hÌ »´1©7¯(¦ �W©¾®Z¤Á¬¼·>³'¯(©7µQ§Z®Z¤�®Z¤gtF§*Ú²§*¬L¤=´Å·C´²·C¬ºFª7¤,®Z¤�ª9¤=´ ª9»ÚQ»¬/©8¯Í¶(§3³'¥ ·�ä
¦8¯(¤�½�®"Ì ·C«Q©7¦8¤=ª�³'¯W©7µ §F®Q¤=ª'Ú ·*ª9¯=¤=ª'ª9« ¦'®Q¤=ª'·C¥Q¥ ¦7§qÈZ»³'·C©7»§3´�¬»´Q¯=·3»±¦8¤=ª�áVO?¤l·C¦�ª9§*´²å|§*«
³'§3´Q§3©7§*´Q¤=ª¾á6tZ¥²¤l·C¦8³'·3´²åÛÃ

f(u1, u2, u3) = sin(u1) + asin2(u2) + bu4
3sin(u1)

æ J



§��
u1, u2, u3

ª7§3´1©�®Z¤=ª5°�·3¦7»¼·CÚQ¬¤=ª5·3¬±¯l·�©7§*»±¦8¤=ª5®Z¤,®Q¤(´ ª7»/©8¯¾«Q´Q»±¸¹§3¦8³�¤,® ·C´ ª
[−π, +π]

Ã
É ·�°�·C¦8»·3´ ¶W¤¾¤(©5¬¤=ª�°q·3¦7»¼·C´²¶W¤=ªi¥ ·3¦9©8»±¤=¬±¬¤=ª2ª7§3´1©��

D =
a2

8
+

bπ4

5
+

b2π8

18
+

1

2

D1 =
bπ4

5
+

b2π8

50
+

1

2

D2 =
a2

8
D3 = 0

D12 = 0

D13 =
b2π8

18
− b2π8

50
D23 = 0

D123 = 0

_´�¥<§3«Q¦8¦8·�¥Q¦7¤=´ ®Z¦8¤>¥ ·3¦Í¤(ÈF¤=³'¥Q¬±¤
a = 7

¤W©
b = 0.1

Ã É ¤=ªÍ°�·C¬¤(«Q¦�ª,¤(ÈQ·3¶Û©8¤=ªÍ®Z¤
¬¼·'°q·3¦7»¼·C´²¶W¤¾¤W©%®Z¤lª2°�·C¦8»·3´ ¶W¤lª5¥ ·C¦7©7»¤(¬¬¤=ª�ª7¤(¦8§3´1©�¶W§*³�¥²·C¦8¯(¤=ª2·3«ZÈ¿°�·C¬¤(« ¦8ª�·3¥Q¥Q¦8§Z¶�µQ¯(¤lª
¸¹§3« ¦7´Q»¤=ª�¥ ·C¦a¬±¤�³'¯W©�·�ä ³�§Z®ZÆ=¬±¤_ª�©8§F¶�µ²·3ª9©7»¼Â*« ¤3Ã É ¤=ªa°�·C¬¤(«Q¦�ª�·3¥Q¥Q¦8§F¶�µ ¯(¤=ª�®Z¤_¬¼·|°�·C¦8»¼·C´ ¶(¤
¤W©|®Z¤lª_°�·3¦7»¼·C´ ¶(¤=ª_¥ ·C¦7©7»¤(¬¬¤=ª�ª9¤=¦7§*´*©�¯(°F»¼®Z¤(³'³'¤(´1©¾§3ÚZ©8¤(´F«Q¤=ª¾½¿¥ ·C¦7©7»¦|®Z¤=ª¾¶W§F¤(ÙÇ¶(¤(´1©8ª
³'§Z®Q·C«ZÈÏ¤=ª9©7»³�¯lª5¥ ·C¦�Â1« ·*®Z¦�·�©7« ¦7¤�§3«�¦7¯=ß3¦8¤=ª8ª9»§3´fÃ

m�� 8 � 8 9;+3.=4 56!�.=! Q 'D5V%"!$5,5,* 	 Q + � +F5
£a¤2®Z¤(¦8´Q»¤(¦�©7¤lª�©�¶W§*³�³'¤5¬¤a¥Q¦8¯=¶(¯=®Z¤=´1©?¶(§3¦8¦7¤lª9¥<§3´ ®,¯(ß*·3¬±¤=³'¤(´1©?½_«Q´Q¤i¸¹§*´ ¶Û©8»±§*´Á´Q§*´

¬»±´Q¯l·C»¦7¤Í¤W©¾´Q§3´�³'§3´Q§3©7§3´ ¤3Ã ^ ·3´ ª�´Q§C©8¦7¤�¶(·3ª=Ë<»±¬?¤=ª9©¾»±´1©7¯=¦7¤lª7ª8·C´1©¾®Q·C´ ª_¬¼·¿³'¤=ª7«Q¦8¤Á§��
¬¼·�¸¹§3´ ¶W©7»§3´�´YÌ ¤=ª9©%¥ ·3ª,Ø � �2%,1A×��(Ø7Õ,¤W©_®Z§*´ ¶¾¬hÌ ·3¥Q¥Q¦8§qÈF»³Ç·�©8»±§*´Ï¥ ·3¦�®Z¤=ª%¥²§*¬±ºF´QÊ*³'¤=ª5¥<¤(«Z©
¥<§*ª7¤(¦2®Z¤=ª�¥Q¦7§*ÚQ¬Æ(³'¤=ª=Ã

f(
0
) =

p
∏

i=1

gi(ui)
���

ui
��'  ����( ��% ���!'�	

[0, 1]

gi(xi) =
|4ui − 2| + ai

1 + ai

����%��
ai ≤ 0

É ·�°�·C¦8»·3´ ¶W¤¾¤(©5¬¤=ª�°q·3¦7»¼·C´²¶W¤=ªi¥ ·3¦9©8»±¤=¬±¬¤=ª2ª7§3´1©��

D =

p
∏

i=1

(Di + 1) − 1
����%��

Di =
1

3(1 + ai)2

Di1,i2,...,is
=

s∏

i=1

Dii

É ·_ª9¤=´ ª9»ÚQ»¬±»±©7¯i®Z¤i¬·2¦8¯(¥<§3´²ª9¤
y
¤=´|¸¹§3´²¶Û©7»§3´Í®Z¤=ªL¥ ·C¦�·C³'Æ(©7¦8¤=ªY»´ ¶(¤(¦7©8·C»´ ª

ui
®Z¯(¥<¤(´ ®

®Z¤lª2¶W§F¤WÙ>¶W»¤(´1©�ª
ai
�

?
ai = 0 → 0 ≤ gi ≤ 2

Ë
ui

¤=ª9©�«Q´Q¤|°�·3¦7»¼·CÚQ¬¤�»±´��²«Q¤(´1©7¤

æ M



?
ai = 9 → 0.9 ≤ gi ≤ 1.1

Ë
ui

¤=ª9©2«Q´Q¤|°�·C¦8»¼·CÚQ¬¤_¥<¤(«�»´�� «Q¤=´1©7¤
?

ai = 99 → 0.99 ≤ gi ≤ 1.01
Ë
ui

¤=ª9©�«Q´Q¤¾°�·C¦8»·3ÚQ¬¤�¥²·3ª5»´�� «Q¤=´*©8¤
O?§3«Q¦�¶(¤W©9©8¤¾¸¹§3´ ¶W©7»§3´Þ·C«²ª7ª7»�ËF¬¤=ª2°�·3¬±¤=«Q¦8ªi¤(ÈZ·*¶Û©8¤=ª2®Z¤|¬¼·�°q·3¦7»¼·C´²¶W¤�¤W©%®Z¤lª2°�·C¦8»·3´ ¶W¤lª

¥ ·3¦9©8»±¤=¬±¬¤=ªYª7¤(¦8§3´1©Y¶W§*³'¥ ·C¦8¯(¤lª"·C«ZÈ�°q·3¬±¤=«Q¦�ªY·C¥Q¥ ¦7§Z¶�µQ¯=¤=ª<¸¹§3« ¦7´Q»¤=ªY¥ ·C¦"¬¤=ªf³�¯(©8·Cäh³'§Z®ZÆ(¬¤=ª
§3ÚQ©7¤(´F« ª5¥²·C¦�Â1« ·3®Q¦8·C©7«Q¦8¤_§*«Ï¦8¯(ß*¦7¤lª7ª7»§3´YÃ
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