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Interaction of model and data

Obtaining an accurate
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Uncertainty Quantification (UQ)

€

Modeling errors/uncertainties, numerical errors and
data errors/uncertainties can interact. This brings the
need for uncertainty quantification.

€

Need to access the impact of uncertain data on
simulation outputs.

€

In case of the lack of a reference solution, the validity
of the model can be established only if uncertainty in
numerical predictions due to uncertain input
parameters can be quantified.

€

Difficulty: instead of looking for the unique solution of
a single deterministic problem, one is now interested
in finding and parameterizing the space of all possible
solutions spanned by the uncertain parameters.
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Representation des Processus Aleatoires

Methodes statistiques (non deterministes)

N/

¢ Monte-Carlo: convergence en I/NN, taux de convergence ne depends pas du
nombre de variables aleatoires.

€

Monte-Carlo et ses variantes: tirages descriptifs, hypercube, optimal Latin

hypercube (Latin Hypercube Sampling, Quasi-Monte Carlo [QMC] method, Markov Chain Monte Carlo

method [MCMC], importance sampling, correlated sampling, conditional sampling,Variance reduction technique,
Response Surface Method [RSM]).

Methodes non-statistiques (directes)

¢ Développement en séries de Taylor ou méthode des perturbations (I ou 2 ordre).
¢ Méthode itérative ou séries de Neumann et méthode d’intégrale pondérée.

¢ Méthode spectrale et méthode de développements orthogonaux: Polynémes de
Chaos (PC-Chaos Homogene-Chaos Hermite, Generalized Polynomial Chaos [gPC]-Chaos Askey),
expansion de Karhunen Loeve.

Wiener, The homogeneous chaos, Amer. . Math., 60 (1938).
Ghanem & Spanos, Stochastic Finite Elements: a Spectral Approach, Springer-Verlag, (1991).
Loeve, Probability Theory, Fourth edition, Springer-Verlag, (1977).




Modelisation spectrale de l'incertitude

® Concept:

Approche probabiliste qui considere que l'incertitude génere de
nouvelles dimensions et que la solution dépend de ces dimensions.

Representation de la solution sous forme d’expansion convergente

construite grace a une projection sur une base spectrale; les coefficients
sont calculés par le biais de projections.

® Avantages:

Mesure efficace de la sensibilité de la solution aux parametres d'entrée
Incertains

Obtention d’une forme explicite de la solution + moments + PDF

® Applications:

Meécanique des structures elastiques stochastiques, ecoulement en milieu
poreux, equations de Navier-Stokes, problemes thermiques, combustion
et fluides reactifs, seéismologie, micro-fluides et electrochimie.




Polynomes de Chaos (Wiener |938)

Soit I'espace probabilisé: (€2, A, 73‘\
Fvent Space/ I Probability

o-algebra of Q2 Mmedsure

X:Q—-V Processus stochastique du second ordre si:

X (w) peut s'exprimer en fonction de {&; (w)}évzl avec w € ) et Ne N

E|X[? =E(X,X) < o0

EY = / Y()dP(w) Y € LY R)
wel
X(W) = aoPo + Z a’ilq)l(g'il (Ld))
11=1
Theoreme de Cameron & ST
Martin (1947): + D ain®a(&, (W), &, (W)
PC-homogéne converge pour n=te=to

toute fonctionnelle de L;

+ Y YN i P3(& (W), & (W), Eiy (W)

11=112=113=1

o o ’




Polynomes de Chaos (continued)

O

X(w) =Y arPr(&(w))

k=0

€

Spectral expansion on orthogonal (in the mean sense
<®;,D; >=0 1f i#j) Hermite polynomial basis ®.

€

¢ is here a “random array” of independent Gaussian
random variables of the random event w.

€

Once computed, the knowledge of the coefficients ax
fully determines the random process X(w).

€

This concept can be generalized to other non-normal
measures.




Polynomes de Chaos (truncated form)

M
X('T"7t7€) — X(m7t7€17€27 . gN) ~ ZXJ(m7t)q)](€)
7=0

(M +1) = (N + P)!/(N'P))

V:{(I)j,j:(),...,M}

€

is the set of vectors spanning the process and the
orthogonal basis ®; is a set of polynomials with degree

at most equal to P.

€

The orthogonality relation gives:

< B,(€), B;(€) >= / T B,(E),(€)dE = 0 if i #

with the Inner product (F(€)g(£)) = . £(€)g(&)dP(w) = /f(g)g(g)w(é)dé

defined as:
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Hermite-Chaos Expansion of Beta Distribution
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Hermite-Chaos Expansion of Gamma Distribution
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Polynomes de Chaos (Generalises)

Représentation spectrale d'un processus stochastique du second ordre:

O

X(w) =) ar®Pr(é(w))

k=0

£ = 1§ (W)};\le n'est pas limité a une distribution gaussienne!
(©i0;) = (©7)0i

produit interne: (f(€)g(€)) = / J@(&)dPw) = / £(€)g(€)w(€)de




Polynomes de Chaos (Generalises)

Coefficients spectraux déterministes a calculer et qui
determinent completement le processus

X(0) = > fufer(€w)

£ :=1{§ (w)}évzl n'est pas limité a une distribution gaussienne!
(©i0;) = (©7)0i

produit interne: (f(€)g(€)) = / J@(&)dPw) = / £(€)g(€)w(€)dg




Polynomes de Chaos (Generalises)

X (w) = fj e<w>>

Fonctions orthogonales
(trigonometriques, wavelets,... polynomes)

£ :=1{§ (w)}évzl n'est pas limité a une distribution gaussienne!

(@:0;) = (@3)3;

\ _/

produit interne: (f(€)g(€)) = / J@(&)dPw) = / £(€)g(€)w(€)dg




Polynomes de Chaos (Generalises)

£ =1 (W)};\le n'est pas limité a une distribution gaussienne!
(©i0;) = (©7)0i

produit interne: (f(€)g(€)) = / J@(&)dPw) = / £(€)g(€)w(€)de




Polynomes de Chaos (Generalises)

X(w) = Zaew)

£ :=1{§ (w)}ﬁ\le n'est pas limité a une distribution gaussienne!

Etroite correspondance entre la fonction de
poids du polynome choisi et la densité de
probabilite de 'incertitude

roduit interne: (f(€)g(€)) = /  J(©9(e)dP(w) = / f(ﬁ)g(@)dﬁ

(f(£)g(€)) =) f(&)g(&w(€)
'3




Hypergeometric Orthogonal Polynomials

* Generalized hypergeometric series:

o L
VF;(aU.“’ar;bU”.’bS;Z)=E(al)] (ar)] Z',
J=0 (bl)](bs)] J -

I‘(a+n)_{ 1, ifn=0,

b= 0,-1,-2,

» Pochhammer symbol: (), - a(a+l)--(a+n-1), ifn=1,2,3

(0, r<s+1
* Infinite series converge under certain conditions: p=11 r=s+1!

0, r>s+1

* Examples: (F, 1s exponential series; (F, 1s binomial series.

« If one of the a;’s is a negative integer (-n), the series terminate at n'*term
and become hypergeometric orthogonal polynomaials:

N (_n)j”°(ar)j z’

rlﬂ(a,...,ar;b,..-,bs;z)= —, bi #O’—l,_z,...
1 1 ]Zo (b1)j'”(bs)j j!
1
. . . . ——7 H
e Limit relations: e.g. limo 2 Pn(“’“) IR 2 (X)
a=" JJ 2"n!




The Askey scheme of
Hypergeometric Polynomials
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Hypergeometric Orthogonal Polynomials

* Orthogonal polynomials
e Three-term recurrence:

e Favard’s inverse theorem

* Orthogonality:

[0,(0)0, ()w(x)dx = 1D,

{Qn(x),nEN}, 0, (x) = iakxk, nz0,a =0.

Q,n(x)=(4,x+B)0,(x)-C0,,(x), O,(x)=0, Gy(x)=1,
where 4 ,C =0, and C 4 4 , > 0.

n“n‘n-1

3 0,(0)0, (x)w(x) = 1%,

* Weighting functions and PDFs:

Definition Weighting function PDF
; n n-1 2 1 =
Hermite (2x)" , Fy (_E’ T, o _?) T e ’ Gaussian
. . ((1 + l)n ) . xa e_x
u Contlnuous . Laguen‘e 7! IE (_n’a t 1’ x) F(O(, + 1) Gamma
(o +1) 1-x 9=(a+p+1)
- O E|-nn+a+ P +Lo+1— 1-x)*(1+x)°
Jacobi 2 1( 7 ) Blo+1p +1)( ) (1+x) Beta
Definition Weighting function PDF
Charlier F (—n,—x; ;—l/a) a’/x! Poisson
. . 1 N X N-x
» Discrete: Krawtchouk | 41| —7—X; —N>; . p(d-p) 7, 0<p<l Binomial
U (B), B Negative
Meixner 21:1(‘”9_36’[3’1_;) ! (I-c)"c,p >0,0<c<l Bionomial
Hahn F, ( : ) -—- Hypergeometric




Orthogonal Polynomials and Probability Distributions

= Continuous Cases:

» Hermite Polynomials - - Gaussian Distribution
* Laguerre Polynomials . . Gamma Distribution
(special case: exponential distribution)
» Jacobi Polynomials . . Beta Daistribution
» Legendre Polynomials Uniform Distribution

A

| 0.8
4 06}
| ]
| 0.4
1 0.2}
\;\; , | 0 ! | ‘ ‘ |
5 10 15 -2 -15 -1 -05 0 05 1

(Gaussian Gamma Beta
distribution distribution distribution




Orthogonal Polynomials and Probability Distributions

= Discrete Cases :

* Charlier Polynomials - . Poisson Distribution

» Krawtchouk Polynomials ——Binomial Distribution

* Hahn Polynomials : . Hypergeometric Distribution
* Meixner Polynomials . . Pascal Distribution

Poisson Binomial distribution Hypergeometric distribution
distribution




Polynomes de Chaos (Resume)

M
X(mataé) — X(m7t7€17€27 . gN) ~ ZX](ZU,t)(I)](f)
j=0
(M +1)=(N+ P)!/(N!P!)
avec f — (fl, SR fN)T n'est pas limité a une distribution gaussienne!

N:dimension de 'espace probabiliste

P :ordre le plus elevé du polyndme

Moyenne: X (w) =< X(w) >= ag

Variance:  var(X(w)) =< (X (w) — X(w))2 >= Za? < P >

j=1
Exemple: dy(&) = 1.0
®1(§) = &
) f . distribution gaussienne Dy(8) = &
» P :Polyndmes d'Hermite D5(¢) = & -1
Dy(€) = & —2
» N=2,P=2 D(E) = &6




Technique d’utilisation du PC pour la resolution

d’equation differentielle stochastique
Approche INTRUSIVE (method of weighted residuals)

L(x,t,wiu) = f(x,tw), | we€DA)Le(0,T)we

|/ Discretiser le processus aléatoire a I'aide de variables
aléatoires (iIndépendantes). £(w) — {&1(w), - En (W)}
T VA

L(x,t,&u(x,t;€)) = f(x,t€)

2/ Ecrire la solution et les parametres d'entrée incertains sous forme de
sommes finies de PC et substrtuer dans 'equation.

L (X,t,é(w); Zui@z’(ﬁ(w)) = f(x,t;§(w))

3/ Projeter (type Galerkin) sur la base des polynémes orthogonaux
consideres. Obtention d'un systeme lin€aire.

<£ (Xat7£§zui®i(£)) aq)k(£)> — <f7 q)k(€)>7 k= 0,1,---, M

- les modes PC sont couplés de fagon implicite
- necessite I'adaptation du solver déterministe




Technique d’utilisation du PC pour la resolution

d’equation differentielle stochastique
Approche NON-INTRUSIVE (collocation method)

L(x,t,wiu) = f(x,tw), | we€DA)Le(0,T)we

|/ Discretiser le processus aléatoire a I'aide de variables
aléatoires (iIndépendantes). €(w) — {&1(w), - En (W)}
T VA

L(x,t,&u(x,t;€)) = f(x,t;€)

2/ Obtenir les coefficients PC en projetant la solution sur la base polynomiale.

(Vk €{0,...,P}) U= ()

M
Finalement on a; U = Z u; P; (E(w)

- revient au calcul de nombreuses quadratures numeriques
- risque d’dliasing
- simplicite d’utilisation ne nécessite pas I'adaptation du solver déterministe (boite noire)




Example: |t order linear ODE

%@,@ = —k(w)y,  y0)=gte(0,T)  k=Fk+ ok

y(tw) = Ge MO0 y(tw) = 3 nOBEW), k) = Y kidi(Ew))

M M
d 1
Galerkin projection: A 5 V) < e, PP, > kjy; ftor [=0,1,..., M
dt <:¢l>>ﬁ5j:6

(1—Fk)*(1+k)°
20t8+1B(a + 1,8+ 1)’

f(k;a,B) = —-1<k<l, o> -1
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Avantages des methodes gPC

Methode efficace qui fournit une estimation quantitative de la
sensibilite de la solution aux incertitudes des parametres d’entree

Convergence spectrale et representation optimale (compacite et
precision) de l'incertitude grace a un choix de polynomes
appropries. Possibilite de representation non-intrusive par
projection de la solution sur la base du chaos polynomial.

Non limitee aux distributions gaussiennes d’incertitude ou a des
incertitudes faibles.

Tous les moments + pdf de la solution sont disponibles.

Cout de calcul en general tres inférieur aux methodes de type
Monte-Carlo (distribution gaussienne: | a 2 ordres de grandeur,
distribution uniforme: 3 a 4 ordres de grandeur).




Difficulty of the method
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Effect of GPC variable order P on the
convergence rate in time

(dx

J dt

= -kx tE[O,T]

x(t=0)=x,

1;=E+0§(6)

Mean solution: X(t) =fxoe_ktf(k)dk
Q

k is a random variable with zero mean

and constant variance and a certain

probability distribution f(Kk) :

Uniform distribution (Legendre)

10

Variance solution: (x*())= [(x,¢™ - X(1)) f(k)dk
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Difficulty of the method

ep = ((y(t) — yp(t)*)/(y* (1))

90 I I I I
— - Laguerre—Chaos/Exponential distribution P
: : - — Hermite—Chaos/Gaussian distribution s
Gaussian/Hermite 80!L — Legendre—Chaos/Uniform distribution - 7]
1 e
((7?5)2<P+1) ((7?5)2 o -
ep < 3 (P+1)!{1-— .
e(0t)? — 1 P+1 e
60 - -,
£=1.0 x 1077 . L
7 ,
50 7/ e
— / s,
a s .7
' / s
Exponential/Laguerre o 7
7
30 .7
2P _ R
ot e
Ep — 20| T
1+ ot e
ol .77 - o .
s
/. Z
/
0 | |
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Problems and possible remedies...

¢ Spectral estimation of non-linear terms when no closed-forms are
available

® use pseudo-spectral approximation.

€c

Low convergence for non-Gaussian process:

® use the appropriate measure with Generalized PC.

€c

Convergence failure for discontinuous or non-smooth processes
(stochastic bifurcation)

® develop adapted (non-smooth or local) bases: multi-wavelets or
multi-elements gPC.

¢ CPU cost for large scale problems

® design new solvers, use different types of (sparse) numerical
quadratures, sparse tensor products.

& Challenge: development of bases and techniques to improve
convergence and robustness of spectral expansions for processes
with steep/discontinuous dependences to uncertain parameters or
processes depending on a large number of random variables.
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Possible applications so far...

Solid mechanics (Ghanem & Spanos 1989-91).

Flow through porous media (Ghanem & Dham 1998, Zhang & Lu
2004).

Heat diffusion in stochastic media (Hien & Kleiber 1997-98, Xiu &
Karniadakis 2003).

Incompressible flows (Le Maitre et al, Karniadakis et al, Hou et al).
Fluid-Structure interaction (Karniadakis et al).
Micro-fluid systems (Debusschere et al 2001).

Reacting flows & combustion (Reagan et al 2001).

0-Mach flows & thermo-fluid problems (Le Maitre et al 2003).




