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���������� ����� '� ���)� �� ��� ����+��� ��
�� ��
� ��)�� '��� ��� 4��� �

��� ���� ��)��� &��� '� ���
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�� �����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ∂xρu = 0,

∂tρu + ∂x(ρu2 + p) = 0, p = p(ε, ρ),

∂tρe + ∂x(ρeu + pu) = 0, e = 1
2u2 + ε,

∂tρS + ∂x(ρSu) ≥ 0.

��� ��6�� x = x(m, t)� dx
dt = u(x, t), x(X, 0) = X. &�� �
�� )
��
+��

�� ρ(X, 0)dX = dm, X = X(m)�

&�� �
 �
� �
� �7�
����� 
��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tτ − ∂mu = 0,

∂tu + ∂mp = 0,

∂te + ∂mpu = 0,

∂tS ≥ 0,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ(m, t) = ρ−1(x(m, t), t),

u(m, t) = u(x(m, t), t),

e(m, t) = e(x(m, t), t),

S(m, t) = S(x(m, t), t).

&��� �� ���  ��� �#���� �� '��- �� ��� ��� �
 �
� �
� �����
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��� ∂tU + ∂mf(U) = 0. U ∈ Rn 
�� f(U) ∈ Rn� 8� 
����� ��
� �����

������ 
 �������# ����
)� ��#���
� ������# S ∈ R '��� 
 )
������ ������#

4��� ∂tS = 0 ∀ ������ U �

	�
� ������
��� ������� *�� �#����� �� ������)
���� �
'� '���

)
������ ������# 4�� ����� ���� ��� ����
���� "94��� ������9.

1
����
� ��)
��
���. ��)����+����# ��� ������ ���������$ �
)� ��� ����

∂tU + ∂m

⎛
⎝ MΨ

− 1
2ΨtMΨ

⎞
⎠ = 0

'���� M = M t �� 
 n − 1 × n − 1 �����
�� �#������� �
����.

V = ∇US =. Ψ =
(

V1
Vn

V2
Vn

...Vn−1
Vn

)

. Un = e �� ��� ���
� ���� # 
��

Vn = 1
T �

ΨtMΨ = (Ψ, MΨ) ∈ ���
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�������

����� �7�
����� �� �
 �
� � �������
���

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣

τ

u

e

+ ∂m

∣∣∣∣∣∣∣∣

−u

p

pu

= 0

����������� �� dS = 1
T (dε + pdτ) = 1

T (de − udu + pdτ)� :�

ψ =

⎛
⎝ p

−u

⎞
⎠ , M =

⎛
⎝ 0 1

1 0

⎞
⎠

�� ���  ����
� �
�� M =

⎛
⎝ 0 M1

M t
1 0

⎞
⎠ '���� M1 �� ����
� ��
��



���� � �� �

��� ���� 
 �#���� ��� �
� V = ∇US = Vn(Ψ, 1)� :�

∂tS = Vn

⎛
⎝ Ψ

1

⎞
⎠ .∂x

⎛
⎝ MΨ

− 1
2ΨtMψ

⎞
⎠

= Vn ((Ψ, M∂mΨ) − (Ψ, M∂mΨ)) = 0.

&�� ������# �� �����
�� 
��� ���� �
� ������ &��� �� ���� ��� �
�#

�#����� "�0�. ����;��  
�. ������;�
�  
� �#�
����. ���$�

&��� �� ��� �#�� �� �#����� � '
�� �� ����#
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����������� ��� �����
��� ������

�������� ��� �������� ������

∆m
∆t (Un+1

i − Un
i ) + f(U)i+ 1

2
− f(U)i− 1

2
= 0 '���

f(U) =

⎛
⎝ MΨ

− 1
2ΨtMΨ

⎞
⎠ .

8� ��������� ��� �������� �� M �� 
 �#������� ������)� �
�� 
�� 


�#������� �� 
��)� �
��� M = M+ + M−. M+ = (M+)t ≥ 0 
��

M− = (M−)t ≤ 0�

�
�# ��� �������)� �������� � 
�� 
)
��
+��� &�� �������� 4�� ��

f(U)i+ 1
2

=

⎛
⎝ M+

i+ 1
2
Ψi+1 + M−

i+ 1
2
Ψi

− 1
2 (Ψn

i+1, M
+
i+ 1

2
Ψi+1) − 1

2 (Ψi, M
−
i+ 1

2
Ψi)

⎞
⎠



���� � �� �

&�� 4�� �� ����������� �� Un
i = Un

i+1 ���� f(U)i+ 1
2

�� �7�
� ��

f(U)i+ 1
2

= f(Un
i ) = f(Un

i+1).

<������
� ��
+����# ���� +
��� ��#���
� ���������� &�� ������ �� ������#

���������� ����� ��� ���������. ���� ����� ������ �����
��� cn
i > 0 ����

��
�

�� cn
i

∆t

∆x
≤ 1, ���� S(Un+1

i ) ≥ S(Un
i )

���  
� �#�
���� S = log(ετγ−1)� &�� ���7�
���# �� 
 ��� ����
�

��
+����# ������ ��� ��� �
 �
� � ���� �� ��� ������� :���� ��� ���
�� ��

��
+��. ��� �
 �
� �!���
�� ������ �� ��
+�� 
�� )��# ��+��� ��� 


�
� � )
����# �� �������



���� � �� �	

* ������ ������ �������� ��� ����/�������� ������

∆m d
dtUi + f(U)i+ 1

2
− f(U)i− 1

2
= 0� ������� "Vn = 1

T $

T∆m
d

dt
Si = −

(
(Ψi, 1) , f(U)i+ 1

2
− f(U)i− 1

2

)

= −
(
(Ψi, M

+
i+ 1

2
Ψi+1) + (Ψi, M

−
i+ 1

2
Ψi)

−1
2
(Ψi+1, M

+
i+ 1

2
Ψi+1) − 1

2
(Ψi, M

−
i+ 1

2
Ψi)

)
+ (...)

= −
(

(Ψi, M
+
i+ 1

2
Ψi+1) − 1

2
(Ψi+1, M

+
i+ 1

2
Ψi+1) − 1

2
(Ψi, M

+
i+ 1

2
Ψi)

+(Ψi, M
−
i+ 1

2
Ψi) − 1

2
(Ψi, M

−
i+ 1

2
Ψi) − 1

2
(Ψi, M

−
i+ 1

2
Ψi)

)
+

(
... − 1

2
(Ψi, MΨi)

)

= (≥ 0) − (= 0) − (= 0) − (≤ 0) ≥ 0.
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�� �
������ ������� � �$ ��� �����
��

������ 
 ���>����� αi+ 1
2

= (ρ∗c∗)i+ 1
2

> 0� 8� ����� M ����

M+
i+ 1

2
=

⎛
⎝ 1

2α
i+1

2

1
2

1
2

α
i+ 1

2
2

⎞
⎠ 
�� M−

i+ 1
2

=

⎛
⎝ − 1

2α
i+1

2

1
2

1
2 −α

i+1
2

2

⎞
⎠ .

&�� ��?������ �7�
����� 
��

∆m

∆t

⎛
⎜⎜⎝

τn+1
i − τn

i

un+1
i − un

i

en+1
i − en

i

⎞
⎟⎟⎠ +

⎛
⎜⎜⎜⎝

−u∗
i+ 1

2
+ u∗

i− 1
2

p∗
i+ 1

2
− p∗

i− 1
2

(pu)∗
i+ 1

2
− (pu)∗

i− 1
2

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0

'���� ⎧⎪⎨
⎪⎩

p∗
i+ 1

2
= 1

2 (pn
i + pn

i+1) +
(ρ∗c∗)

i+ 1
2

2 (un
i − un

i+1)

u∗
i+ 1

2
= 1

2 (un
i + un

i+1) + 1
2(ρ∗c∗)

i+ 1
2

(pn
i − pn

i+1)
.
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��
��
�� 
�
�#��� �� ��� ����
��;�� 3���
�� ��)
��
��� 3�����#��/������

"�@AB$. 1������) "�@A@$. ����� 0���. ��� &���� ����
��;�� 3���
��

��)
��
��� 
�� dp ± (ρc)du = 0 '���� (ρc) �� ��� ������� �� ��� ������#

����� ��� )������# �� ����� (ρc)2 = − ∂p
∂τ |S � 8� ����;� (ρc) = (ρ∗c∗)i+ 1

2

�

&�� �������� �� ��� ����
��;�� 3���
�� ���+��� +��'��� 
 ���� ��
��

τn
i , un

i , en
i 
�� 
 �� �� ��
�� τn

i+1, u
n
i+1, e

n
i+1  �)�� 
� ���������
�� ��
��

�������� 
� p∗, u∗� &�� �7�
���� ��� ����� p∗, u∗ ��⎧⎨
⎩

p∗ + (ρ∗c∗)i+ 1
2
u∗ = pn

i + (ρ∗c∗)i+ 1
2
un

i

p∗ − (ρ∗c∗)i+ 1
2
u∗ = pn

i+1 − (ρ∗c∗)i+ 1
2
un

i+1

'���� �������� �� ��
���# ��� 
������� 4���
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0�'�)�� �
�# ����� �������� � 
�� 
)
��
+��. ���� �� ���� +��� �������

,�� �
# ������ �� ����� M ���� "αi+ 1
2

= (ρ∗c∗)i+ 1
2

> 0$

M+
i+ 1

2
=

⎛
⎝ 1

α
i+1

2

1

1 αi+ 1
2

⎞
⎠ 
�� M−

i+ 1
2

=

⎛
⎝ − 1

α
i+ 1

2

0

0 −αi+ 1
2

⎞
⎠ .

8� ��� �� �� ����� ������
� ��� ��� 4����

⎧⎨
⎩

p∗
i+ 1

2
= pn

i+1 + (ρ∗c∗)i+ 1
2
(un

i − un
i+1)

u∗
i+ 1

2
= un

i+1 + 1
(ρ∗c∗)

i+ 1
2

(pn
i − pn

i+1)
.
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%���
���
�� �� Ti − Te �����

�� )��' �� ���)�� ��� �������� ���+���� '� ��������� ���

���/������)
��)� Ti − Te ����� ��� ����;��  
�. �� ����� �������
���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂tρu + ∂x(ρu2 + pi + pe) = 0

∂tρεi + ∂x(ρuεi) + pi∂xu = 1
τei

(Te − Ti)

∂tρεe + ∂x(ρuεe) + pe∂xu = 1
τei

(Ti − Te) + ∂xKe∂xTe

.

&�� ������# �� ���
� ���� # e = εi + εe + 1
2u2 �
���6��

∂tρe + ∂x(ρue + piu + peu) = ∂xKe∂xTe.

&�� ������� �7�
���� ��� ��������� ��

∂tρSe + ∂xρuSe =
1

Teτei
(Ti − Te) +

1
Te

∂xKe∂xTe.



���� � �� ��

:� ��� �#���� '� '
�� �� ���)� ��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂tρu + ∂x(ρu2 + pi + pe) = 0

∂tρe + ∂x(ρue + piu + peu) = ∂xKe∂xTe

∂tρSe + ∂xρuSe = 1
Teτei

(Ti − Te) + 1
Te

∂xKe∂xTe

.

����� '� ���)� ��� �#����#�
��� �
��
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂tρu + ∂x(ρu2 + pi + pe) = 0

∂tρe + ∂x(ρue + piu + peu) = 0

∂tρSe + ∂xρuSe = 0

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tτ − ∂mu = 0

∂tu + ∂m(pi + pe) = 0

∂tSe = 0

∂te + ∂m(piu + peu) = 0

.



���� � �� ��

&�� ��������� �� ��� �
 �
� �
� 4�� ��  �)�� +#

ψ =

⎛
⎜⎜⎝

p = pi + pe

−Te

−u

⎞
⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1

0 0 0

1 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

8�  �� 
� ������# ���������� ������ ���� ��
� (S���)L
j ≥ (S���)n

j �

���
��# 
���� ���
���� ! ���)�� ��� �� �� �
�� ���� '�  �� 
 ��
+��.

������)
��)� 
��  ��+
��# ������# ���������� ������ ��� ��� Ti − Te

����� 
�� ��� 
 )��# �
� � ��� �� �7�
����� �� ��
�� pe. pi 
��

���>������ τei. Ke�
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�� ��� %� Ti − Te ������ ����
����� '��� ��� C<3 ������� &�� ������

�� ��� �� �� ������ ��� �
��� ��
� ������ ��� �
� ��� &�� ����- �� ��������

+��
��� ��� ������# �� ��� ������ �� �� ��� ����
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�� �
������ ��
�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂tρu + ∂x(ρu2 + pi + pe) = 0

∂tρe + ∂x(ρue + piu + peu) = 0

∂tρSe + ∂xρuSe = 0

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ∂x(ρu) = 0

∂tρu + ∂x(ρu2 + pi + pe) = 0

∂tρe + ∂x(ρue + piu + peu) = 0

∂tρSi + ∂xρuSi = 0

��� ����� ���������� ��� ��� ��� ������ ��������� "����-�$ ���� �� ��

���� �7��)
�����
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∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ

B

ρu

E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∇.(ρu)

∇.(u ⊗ B − B ⊗ u)

∇.(ρu ⊗ u − B⊗B
µ ) + ∇P

∇.((E + P )u − B
µ (u.B))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.

<�' ��>����# � ��� ������)
��)� ������
���� �� �0� �� ��� �#���+����

"�� ���  ����
� �
����
���
� �����$� 0�'�)�� �� �� �
������ &��� �����

�� ��� �� ��� ��� �� 
+��� ��� ��� ��)�� ���� ������
��� �� ��� �
 �����

6���� :����� �
����
����� ���' ��
� ∇.B = 0 �� ������)�� +# ��� �#�����

&�� �7�
���� ��� ������# ��

∂t(ρS) + ∇.(ρuS) ≥ − (B.u)
µρT

∇.B= 0.
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∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

τ

τBy

τBz

u

v

w

e

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ ∂m

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−u

−Bxv

−Bxw

P ∗

−Bx

µ By

−Bx

µ Bz

P ∗u − Bx

µ (vBy + wBz)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0

'���

P ∗ = p +
1
2µ

(−B2
x + B2

y + B2
z)

&�� ��#���
� ������# S(ε, τ)  �)�� ��� �
����
���
� ������# −S�
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∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ

B

ρu

E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∇.(ρu)

∇.(u ⊗ B − B ⊗ u)

∇.(ρu ⊗ u − B⊗B
µ ) + ∇P

∇.((E + P )u − B
µ (u.B))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

u

B
µ

(u.B)
µ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∇.B.
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8� ��� 
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����
∂t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ

B

ρu

E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∇.(ρu)

∇.(ρu ⊗ B − C ⊗ u)

∇.(ρu ⊗ u − C⊗B
µ ) + ∇P

∇.((E + P )u − C
µ (u.B))

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.

'���� C �� 
� �������� 6��� ���� ��
� ∇.C = 0� �� ��
����� ��� ���)��

∂tC + ∇∧ (u ∧ C) = 0

'��� 
� 
�/��� ������ ��
�  �
�
����� ∇.C = 0�
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��� Ψt =
(

P,−B
µ ,−u

)

� &�� ��' 
+���
�� ������ 7�
��/�
 �
� �
�

������
���� �� "�t = ∂t + u.∇$

ρ�tU+∂xf(U)+∂yg(U)+∂zh(U) = 0 '���� f(U) =

⎛
⎝ M1Ψ

− 1
2 (Ψ, M1Ψ)

⎞
⎠ , · · · ,

��� Mi =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 Ci 0 0

0 0 0 0 0 Ci 0

0 0 0 0 0 0 Ci

1 Ci 0 0 0 0 0

0 0 Ci 0 0 0 0

0 0 0 Ci 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCA

, i = 1, 2, 3.

,� �
� Mi = M t
i 
��

∂xM1 + ∂yM2 + ∂zM3 = 0.
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x
C

u,B,Tρ, 

C
x

C
y

C
y

i,j

i,j+1/2

i+1/2,j

i,j−1/2

i−1/2,j

�� ��� A� �� ���� �� �������� C �� ��������;�� '��� ∂tCx + ∂yq = 0 
��

∂tCy − ∂xq = 0 '���� q ��  �)�� 
� ��� ������

�
�� ������ "'��� �� ���)�
��. ����� ���� ���*$ � *�����

Cn
i+ 1

2 ,j
− Cn

i− 1
2 ,j

+ Cn
i,j+ 1

2
− Cn

i,j+ 1
2

= 0.

&��� SL
ij ≥ Sn

ij ����� ����
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������# ���7�
���# �� ��� �
 �
� � ���� E

&'� 
����
���� � �1� 
�� �������������� � �� C
� �����

�� �� �����+�� �� ������)� ��� ������# ���7�
���# ��� �1� "���� C��
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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∂t(ydρ) + ∂x(ydρu) + ∂y(ydρv) = 0,

∂t(ydρu) + ∂x(ydρu2 + ydp) + ∂y(ydρuv) = 0,

∂t(ydρv) + ∂x(ydρuv) + ∂y(ydρv2 + ydp) = dyd−1p,

∂t(ydρe) + ∂x(ydρue + ydpu) + ∂y(ydρve + ydpv) = 0.

�*+� �� ��
����
��

�*�� ��� 
���#������� ��A� �
��� 0��� ��� �7�
���� �� v �� ���

������)
��)�� ��� ���������#. ��� ���
�� �� 
 �7�
��

(x, y) ∈ Ω =]0, 1[×]0, 1[. 
�� ��� �������� ���)���� +# 
 γ/�
'

p = (γ − 1)(ρe − ρu2+v2

2 )�
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�
�#���
� �������� �� ����/�����
� ��� γ = 5
3 � &�� �������� 
� (r, t) ��

���
��� �� ��� �������� 
� (R, t = 0) ����� � ��� ��
������
����

r = R
√

1 − t2

τ2 . ���� ��
������
���� �� ��6��� ��� t ��
���� ��
� ���

������� ���� 0 ≤ t < τ � &�� �����
� ���������� 
��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ(r, 0) =
(
ργ−1
2

r2−R2
1

R2
2−R2

1
+ ργ−1

1
R2

2−r2

R2
2−R2

1

)
,

u(r, 0) = 0,

ε(r, 0) = ρ(r, 0)γ−1,

p(r, 0) = (γ − 1)ρ(r, 0)γ ,

τ =
√

1
2γ

(
R2

2−R2
1

ργ−1
2 −ργ−1

1

)
,


�� ����

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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ρ(r, t) = ρ(R)
h(t)3 ,

u(r, t) = dr
dt ,

ε(r, t) = ρ(r, t)γ−1,

p(r, t) = ρ(R)
h(t)3γ .
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∂tp + ρc2(∂xu + ∂yv) = 0, ρ∂tu + ∂xp = 0, ρ∂t + ∂yp = 0.

A�

A HHH�

(
HHH�

������ K �H0;

;��� �L	�����

Oxy ��������� ������ �	
� ������

����	�� �

c(y) = 343.23 + 0.1y

ρ = ρ0 = 1.205
ps(t) = sin(20πt)

p(t=0) = 0
u(t=0) = v(t=0) = 0
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&�� �� ���� �� ��� �� � ����� ������� � �,:& = anmem + bnflops

'��� a
�� = 0.1µs. b = 0.0003µs � ��� �
��� �� > 300�

������� 	 
��������� µs������ �
���·s−1
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0��� �� � ����� ����� ��� ��� ���� MM

��� 
 �� ����
� 
�)������ ��� �
���� �� 4��� �� ≈ 1300
4 ≈ 200�
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