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L’analyse a posteriori est en quelques années devenue l'outil de base
pour l'adaptation automatique de maillages en élements et volumes
finis. Toutefois elle a bien d’autres applications.



A propos des estimations a posteriori

Soit X un espace de Banach, et A une application continue de X dans X.
Pour un élément f de X, on s’intéresse a la discrétisation de I'’équation :

Trouver v dans X tel que

A(u) = f.

d : parametre positif
On considére le probleme :

Trouver us dans X; tel que

As(us) = fs,
ou X est un sous-espace de dimension finie de X, As; une approximation
de A et f; une approximation de f dans Xj.



Estimations a priori

lu —usllx < F(6,u) + H(S, f).

La quantité F'(6,u) est en général une puissance de § multipliée par une
certaine norme de u, elle fait donc appel a la régularité de « (la plupart
du temps inconnue).

=0 prouve la convergence de la meéethode.

Estimations a posteriori

v —usl||x < G(9, fs,us) + K, f).

La quantite G(4, f5, us) peut se calculer explicitement une fois la solution
discrete ugs calculeée.

— Permet de veérifier des criteres de sécurité.



Application de base : adaptation de maillages

|u — usl|x < G(6, f5,us) + K(6, f).

1
Si I’'on suppose que la quantité G(6, fs,us) S'€crit c (Zk n,%)Q, ou les 7, sont
des quantités “locales” (liées a des sous-domaines de petites tailles),
les n,. forment une famille d’indicateurs d’erreur.

Critere d’optimalité : Une famille d’indicateurs d’erreur (7). est opti-
male s’il existe des constantes c; et ¢» indépendantes de J telles que

1
lu = ugllx < ex (Dom7)% + K1(6, £),
k

e < c2 ||lu — ugllx, + K56, f),

ou X, deésigne I'espace des restrictions des fonctions de X aa un domaine
de petite taille.



Lorsque la famille d’'indicateurs d’erreur est optimale, on peut penser
que les n, forment une bonne carte de I'erreur

Stratégie d’adaptation :

1 : moyenne des 7.

Lorsque un des 7, est supérieur a 7, on raffine le maillage dans le sous-
domaine correspondant a cet 7.

Sous des hypotheses convenables et pour un maillage initial fixé, on

peut prouver la convergence de la meéthode.
W. Dorfler



Autre application : discrétisations multi-étapes

Dans un grand nombre de cas, la discrétisation fait appel a un ou plu-
sieurs probleémes intermédiaires (non discrets) avant le probleme discret
final. On peut cependant calculer des indicateurs d’erreur ne dépendant
que de la solution discrete.

Le but de I’'analyse a posteriori est alors d’optimiser tous les parametres
liés a la discrétisation.



Une application récente : couplage automatique de modeles

Dans un grand nombre de cas, la discrétisation du modele complet —
non linéaire ou tridimensionnel ou faisant intervenir plusieurs centaines
d’'inconnues — dans tout le domaine est trop complexe. L’analyse a
posteriori permet de déterminer les parties du domaine ou I'on peut

discrétiser un modéle simplifié sans augmenter I’erreur globale.
M. Braack, A.Ern



Plan du cours :

e Indicateurs d’erreur et adaptation de maillage

Les estimations de base

Un exemple de discrétisation non conforme

e Indicateurs d’erreur en discrétisation multi-étapes

Introduction a la discrétisation multi-étapes

Adaptation en temps et espace pour une équation parabolique

Optimisation de la pénalisation pour le probleme de Stokes

Un peu d’axisymetrique



Principales restrictions et limitations :

* Estimations en norme de I'énergie

*x Indicateurs essentiellement de type résidu

* Discrétisations principalement par éléments finis

* Maillages isotropes



Les estimations de base

e Indicateurs par résidu,
e Indicateurs par résidu et problemes locaux,

e EXxtension au probleme de Stokes.

Travaill commun avec B. Métivet et R. Verfurth



Indicateurs par résidu

€2 : polygone ou polyedre a frontiere lipschitzienne.
—Au=f dans €2,

u=2~0 sur 0€2,

Ce probleme admet la formulation variationnelle équivalente suivante

Trouver v dans HA(Q2) tel que
vo € HA(), au,v) = /Q F(x)v(x) dx,
ou la forme a(-,-) est définie par

a(u,v) = /Q grad u - grad v dx.



vo € HY(Q),  alu,v) = /Q F(x)v(x) dx.

Le lemme de Lax-Milgram entraine que

Le probleme variationnel admet une solution unique « dans H&(Q). En
outre, cette solution vérifie

HuHHl(Q) <c ||f||H—1(Q)7
ou c est la constante de Poincaré—Friedrichs, donc ne dépend que de
la géomeétrie de (.



(7)), : famille réguliere de triangulations de 2 par des triangles ou des
téetraedres, au sens usuel que

e Pour tout h, Q2 est I'union des éléments de 7;,

e Pour tout A, l'intersection de deux éléments distincts de 7; est soit
vide soit un sommet soit un coté entier soit une face entiere de ces
deux élements,

e Le quotient hyx/pr du diametre hy, d’'un €élément K de 7; par le
diametre pj; de son cercle inscrit ou de sa sphere inscrite est inférieur
ou €égal a une constante o qui ne dépend ni de K ni de h.

Xp = {v, € H5(Q); VK € Ty, vy i € Po(K)}.



Le probleme discret est construit par la méthode de Galerkin.

Trouver v, dans X? tel que

vop € Xf, alup,vn) = | f)un(x) dx,

Il admet une solution unique.

Estimations d’erreur a priori : Si la solution v appartient a H51T1(Q),
0<s<Y¥,

ju — Uh|H1(Q) <ch’ ||U||Hs+1(g2)-



Les indicateurs d’erreur par résidu

Ex - ensemble des cotés (d = 2) ou faces (d = 3) d’'un €lément K de 7,
qui ne sont pas contenues dans 0f2.

hi : diametre d’un élément K de 7;,.

he : longueur ou diametre d’un élément e de &p.

fn, + approximation de la donnée f dans

Zh = {gh < LQ(Q), VK € Th? ’Uh|K c Pm(K)}

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur ny est défini par

1 1
K = hic lfn & Dupll2gy + 5 > hé [l Onup] ll12(e)-
eclk



1 1
i = hie fn+ Aunllpzcgy + 5 20 el Onunl ll2(e)-
eclk

Indicateur par résidu : Si lI'on supprime les indices h dans cette définition,
tout s’annule.

L’indicateur d’erreur est tres facile a calculer une fois que la solution
discrete u; est connue.

1 1 1 1
Nk = hx mes(K)2 | fh x|+ 5 > hé mes(e)?| [anuh]|e|'
eclk



Pourquoi ?
Equation du résidu :

L’équation du résidu s’obtient en “appliquant” le probleme continu a
I’'erreur v — uy,.

Pour tous v dans HJ(Q2) et v, dans XP,

a(u —up,v) = alu — up, v — vp)

. ( /K F) (v — v (x) dx — /K eraduy, - grad (v — vp,) dx,

KETh

d’ou

a(u—upv) = Y ([ (- Bu) () -0 dx + [ (F= ) () (=) (x) dx

KGTh

—2 % [0l (0w dr).

665



La majoration de I'erreur a posteriori

L’ellipticité de a(-,-) entraine

CL(’LL — Up, ’U)

|lu —upll 1oy <c  sup :
(£2) verl(@) Ivlgie)

D’apres I'équation du résidu, par inégalité de Cauchy—Schwarz,

a(u —up,v) < Z <(||fh + Auh”LQ(K) + |l f = fh||L2(K)> v — ’Uh||L2(K)
KeT,

1
+2 3 ||[anuh]||L2<e>||U—’”h||L2<e>)'

ecli

On prend v;, €gal a I'image de v par I'opérateur de régularisation de
Clément.



Outil de base : opérateur de Clément

Cet opérateur R;, est défini sur des fonctions non réguliéres (en par-
ticulier non continues) a valeurs dans X}? et possede des proprietés
d’approximation locale.

Pour toute fonction v de H} (),

lo = Ryoll 20y < el Ioll gy

1
lv = Rpvllp2¢ey < ché vl gica,)ys

La constante ¢ est difficile a évaluer et dépend grandement du pa-
rametre de régularité o.



a(u —up,v) <c ) (hK (”fh + Aupll 20y + IIf = fh”LQ(K))”U”Hl(AK)
KETh

1 1
+2 S h2 ||[8nuh]||L2(e)||v||H1(Ae)>'

eclk
plus encore une inégalité de Cauchy—Schwarz.

Théoreme. Il existe une constante c indépendante de h telle qu’on ait
la majoration d’erreur a posteriori suivante

N[

lw = upll 1qy < C( > (77%(+h%(||f—fh||%2([())) -
KETh



Une majoration pour chaque indicateur d’erreur

a(u—upv) = 3 ([ (h+Dup)0vx)dx + / (f = ) () v(x) dx

KeT,

> [ [Brun)(r) v(r) dr).

665}(

Pour tout K dans 7;, on choisit v égal a a vy, avec

VK = (fh_l_Auh)?va sur K v =0 SUI’Q\K.
ou Y deésigne la fonction bulle sur K,

[(fh 4 Aup) ¢[§(H%2(K) < |u-— Uh|H1(K)|"UK‘H1(K) +If = fh||L2(K)||’UK||L2(K)-

On utilise alors des inégalités inverses sur chaque K.



Outil de base : inégalités inverses

Soit r un entier > 0. Les inégalités inverses se démontrent par passage a
I’'’élément de référence, grace a I'équivalence de normes sur une espace

de dimension finie.

Pour tout polyndme v de P.(K),

1
cllvll ey < vz < < llvllpzs

—1
|’UHH1(K) < chy ||UHL2(K)-

La constante ¢ dépend encore du parametre de régularité o mais est
plus facile a évaluer.



1
ICfh + Aup) %2(‘&2(}() < u—wuplgrogolvrlgiey + 11 = fell 2o lvell g2 g

Puis on note que f, + Auy, appartient a Pp,y¢,, 001 (K), donc que vk
appartient a Pmax{m,€—2}+d—|—1(K)-

hic s + BDunll ey < e (lu —unl gy + b 1 = full 2y )-



Pour tout K dans 7;, et ¢ in &, si K’ désigne I'autre élément de 7; qui
contient ¢, on choisit v égal a v., avec

ve = Lerx([Onup)e) surk e {K,K'} ve=0 surQ\ (KUK").

ou Y. désigne la fonction bulle sur e.

Lex - Opérateur de relévement des polynomes de P,_;4(e) s’annulant
sur Je en des polynomes sur  s’annulant sur 0k \ e, construit par trans-

formation affine a partir d’un opérateur £ similaire sur le triangle de
référence.

1
| ([Onup] ¢§|I%z(e) < lu—up| 1oy vel oy I =l 2ceorny lvell L2k U

+ 1+ Bunll 2o llvell L2 (urey-



Outil de base : inégalités inverses (bis) plus

Les résultats suivants se démontrent encore et toujours par passage a
I’élément de référence,

Pour tout polyndome v de Pr(e),
1
cllvllizecey < lvvellpzeey < € vl
et pour tout polyndme v de P.(e) s’annulant sur Oe,

1
[Lervllp2(,) T he [Lewv] ey < ché vl 2.

1
hée ||[anuh]||[,2(e) < C(|U—uh|H1(KuK/)+hK ||f—fh||L2(KuK/)‘|‘hK ||fh+Auh||L2(KuK/

— Une majoration du second terme de 7.



Théoreme. L’estimation suivante est vérifiée pour chaque indicateur
ni, K € 71;, et pour une constante c indépendante de K et de h :

m < e(l—unlpign + X Awllf ~ falli2gn )

KCWE
ou wyg deésigne I'union soit des triangles partageant au moins un coteé
avec K (d = 2), soit des tétraedres partageant au moins une face avec
K (d = 3).



Conclusions

e Aux termes portant sur la donnée pres, l'erreur est équivalente a la

1
quantité (Y xc7, n%)?, avec des constantes d’équivalence indépendantes
de h.

1
¢t (( > (nk)2 —nllf - fh||L2(Q)) < v = unll g1(e)
KeT,

< c (( > (77%()% +hllf - fh||L2(Q)>'

KEeT,

Estimations parfaitement optimales.

e Les indicateurs d’erreur sont faciles a calculer des que I'on connait
la solution discrete.

e La derniere estimation est locale.
Permet une stratégie d’adaptativité tres simple.



Cas de conditions aux limites de Dirichlet non homogenes

Ce probleme admet la formulation variationnelle équivalente suivante

Trouver v dans H(Q) tel que

u=g Sur oS,
et que

Vo € HY(Q), a(u,v) = /Q F(x)v(x) dx.



Xp = {fvh c Hl(Q); VK € 71, Uh |K E’PE(K)}

Le probleme discret s’écrit

Trouver u; dans X; tel que

et que
vop € Xf, alup,vp) = [ FGuA(0) dx,

ou g;, appartient a I'espace des traces de X; sur 0f2 et est en général
€gal a l'interpolé de Lagrange de g.



Les indicateurs d’erreur sont définis exactement comme précédemment :

1 1
NK = hK mes(K) |fh|K| -+ 5 Z h% mes(e) | [8nuh]|e|.
eclk

L’analogue des estimations précedentes s’écrit maintenant

N =

2 2 2 /
lu—unll gy < c (Kgﬁ(nK + B f = fulZ20)) ) S+ ¢ llg = gl s .

mc < e (ju=wliqo + X hulld = falliae)

KCWEK



Cas de conditions aux limites de Neumann

—Au=Ff dans €2,

On suppose que
/Q F(x) dx + /m k(7) dr = 0.

Ce probleme admet la formulation variationnelle équivalente suivante
Trouver u dans H1(Q) N L3(R2) tel que
vo e HL(Q) NL3(), alu,v) = /Q F(x)v(x) dx + /m k(r)o(r) dr,
ol L3(R2) désigne I’espace

£3(Q) = {v € LA(); /Qv(x) dx = 0}.



Le probleme discret s’écrit

Trouver u;, dans X, N L3(S2) tel que

Vo, € X N L2(2),  aluy,vy) = /Q F(x)vp (x) dx + /a k(@u(r) dr.

8}’( : ensemble des cotés (d = 2) ou faces (d = 3) d’'un €lément K de 7,
qui sont contenues dans 0¢2.

k;, : approximation de la donnée k£ qui appartient a P, (e) pour tout e
dans &, K € 7;,.

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur n est défini par

1 ! 3
i = hic fn+ Bunllpzy + 5 20 he I Onunl 2oy + 22 hé T kn = Onunllp2(e)-
e€Ey ec&l.



Pourquoi ?
Equation du résidu :

[ Ut Bup) () (v=vp) () dx + | (F=F)(0) (v—vp) () dx

a(u—up,v) = (
KeT,

-5 %[Ol () @~ o) () dr

€€5K

+ > (/

, e
eEEK

(= Oun) (7) (v = v) () dr + [ (k= k) (7) (0 = wp)(7) ) ).

N

Ju—unlligey <e( 3 (R + RS~ Faldagey + 3 kel —kal3agy))”
KeT, eEEb

NK §c<|u—uh|H1(wK)‘|‘ Z h/<;||f—fh||L2(,€)+ Z thk_thLQ(e))'

KRCWE eCEY.



Indicateurs par résidu et problemes locaux

L’idée est maintenant d’évaluer le résidu par la résolution de problemes
discrets locaux qui peuvent étre munis de conditions aux limites soit de
type Neumann soit de type Dirichlet (sur un domaine Iégérement plus

grand).

Pour tout élément K de 7;,
Xp(K) = {vK € Pr(K); vig = 0 aux coins de K et sur 8QOK},

ou L est égal a sup{{+d—-1,m+d—+ 1}.



Trouver uy dans X, (K) tel que
Vwg € Xp(K), /Kgrad uy . grad wy dx
= [ U+ Bup) ()wg (x) dx
1
— — Z [Onup] (T)wg (1) dr.
2 e
ecli

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur n% est deéfini par

N
NK — |uK|H1(K)-



Proposition. On a les estimations

ey < i < iy

Démonstration :
1) Pour majorer n%, on choisit dans le probleme de Neumann local vy
€dal a ug, ce qui donne

a2y < W+ Dol 2oy lurcllaaey + o 1 Bnund 2o lurcll 2y
Puis on utilise les inégalités de Poincaré—Friedrichs généralisées, dues
au fait que les fonctions de X;(K) s’annulent aux sommets de K et
prouvées par passage a lI'élément fini de référence .

Vwg € Xp(K),  |lwgllp2cxy < chic lwgel g
1

et  |wkllr2e) < ché lwilgi k)



2) Pour majorer 7, on choisit dans le probleme de Neumann local wy
successivement égal aux restrictions a K de vy, puis édal de v, pour
tout e dans &y.

Rappel : Par exemple, v = (fy, + Aup) Y.

plus les mémes inégalités inverses que précédemment.

Chaque indicateur n% est parfaitement équivalent a ;. Donc on a la
méme majoration de l'erreur globale par

plus des termes portant sur les donneées et la méme majoration de n%
en fonction de I’erreur locale.



Problemes de Dirichlet locaux

Pour tout élément K de 7;,

XS(K) = {’UK = H(:)L(wK); Vi Cwik, Vg | € PL(,%)}.

Trouver +%. dans XP(K) tel que
v 0 0
wg € Xj (K), grad uj . grad wy dx

WK

= 5 [ Ui+ Bup)(Quic(x) dx

KCWE

Z [Onup] (T)wg (1) dr.

1
2 ecli ©

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur nflg est deéfini par

D _ 1,0
Nk = lugl gy



Proposition. On a les estimations

WQSC Z e et nKSC/n[Q.
KRCWEK

Démonstration : Dans le probleme de Dirichlet local, on choisit suc-

cessivement wy
1) égal a u(}( (plus exactement les mémes inégalités de Poincaré—Friedrich

généralisées que précédemment),
2) €égal aux restrictions a wy de vi puis de v pour tout e dans &, (plus
encore et toujours les mémes inégalités inverses).

Les indicateurs ?7]13 ont des propriétés parfaitement équivalenes a celles
N
des 7.



Les résultats préceédents sont encore valables si on remplace X, (K) par

X, (K) = Vect ({¢Kw, w € Poupe—2.m) (K},

Ueet {Le k(e w) s w € Pra()}),
et XP(K) par
XO(K) = Vect ({¢Kw, w € Paupr_2.my (K},

Ueet {Lewn(ew), w € Pr1(e)}):



Par exemple, pour /=1 et m = 0,

dim X, (K)=7 en dimension 2 et 31 en dimension 3,

dim X, (K) =4 en dimension2 et 5 en dimension 3.

Les indicateurs par problemes locaux réduits sont donc beaucoup moins
chers a calculer que les indicateurs par problemes locaux. Toutefois leur
extension a des problemes plus compliqués, par exemple non linéaires,
s’avere nettement plus couteuse que pour les indicateurs par résidu.



Indicateurs pour le probleme de Stokes

2 : polygone ou polyedre a frontiere lipschitzienne.

(v Au+ gradp =f dans €2,
. divu=20 dans €2,

u=20 sur 0X2.

\



Formulation variationnelle équivalente

Trouver (u,p) dans H () x L3(2) tel que

Vv € H&(Q)d, I//Q gradu.grad vdx — /Q(div V) (xX)p(x)dx =< f,v >,

Vg € L2(), /Q(div 1) (x)q(x) dx = 0.

Pour tout f dans H—1(Q)%, ce probleme admet une solution unique.

Requiert ellipticité 4+ condition inf-sup.



Rappel :

Soit X et M deux espaces de Hilbert et 4(-,-) une forme bilinéaire conti-
nue sur X x M.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une constante 3 > 0 telle que

b
vge M, sup LD
veX vl x

> Bllqll ar-

(ii) L’opérateur B défini de X dans M’ par

\VI’UEX,\V/(]EM, <vaq>:b(U7Q)7

est un isomorphisme de I'orthogonal de son noyau sur M/, et la norme
de son inverse est < 51,



X, C H5 ()Y et M;, C L3().

Le probleme discret

Trouver (u;,p;) dans X; x M; tel que

Vv, € Xy, V/Q grad uy . grad vy, dx — /Q(div vy,) (X)pp(x) dx = < f, vy, >,
Van € My, [ (divu)(x)g(x) dx = 0.
Une condition inf-sup liant X; et M,; est nécessaire pour que le probleme

discret soit bien posé et aussi pour obtenir des majorations d’erreur a
priori.



Les indicateurs d’erreur par résidu

Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur ny est défini par

nk = hi ||f, +vAu, —gradpp|l 20k

1 3 i
+ = S h2 || v Onuy, — ppn] I2¢eye F lIdivug |l 20k,
ecly

ou f;, est une approximation de f dans Z{.

Indicateur par résidu : Si lI'on supprime les indices h dans cette définition,
tout s’annule.

L’indicateur d’erreur est tres facile a calculer une fois que la solution
discrete (uy,p;) est connue.



Pourquoi ?
Equations du résidu :

Pour tous v dans H}(Q) et v, dans X7,

v /Q grad (u —uy) .grad vdx — / (divv)(x)(p — pp)(x) dx

/ (£, + Auy, — gradpy)(x) - (v — vi,) (x) dx

KET<

+ [ (- fhxx) (v = Vi) (x) dx
~S % [0 -l () - (v v (@) dr).

665}(

Pour tout ¢ dans L3(Q),

/Q(div (U —up,)(x)g(x) dx = — /Q(div w) (x)q(x) dx.



Et apres ?
R. Verfurth
On pose, avec U = (u,p) et V = (v,q),

AUV = v /Q gradu.grad v dx — /Q(divv)(x)p(x) dx — /Q(divu)(x)q(x) dx.

Le probleme continu :
Trouver U dans Y = H(Q)? x L3(R2) tel que

vvVeY, AUV)=<fv>.

Le probleme discret :
Trouver U; dans Y; = X; x M; tel que

vV, €Yy, A(Uh,Vh)=<f,vh>.



Equation du résidu : Pour tout V dans Y et v, dans X7,

AU — Uy, V) = ( [ B+ Buy, — grad p) (x) - (v = v4)(x) dx
KeT,

+ / (f — 1) (%) - (v —vp)(x)dx
-5 Z /[&zuh — ppn](7) cot (v — vp)(7)dr

665K

+ /K(div ) (x)q(x) dx>.

Le probleme de Stokes admet une solution unique pour tout (f,g) dans
H Q) x L?(2)/IR. Comme (ii) implique (i),

La forme A(-,-) vérifie la condition inf-sup

AU,V
YU €Y, sup (U. V) > B|U|ly-
vey |[Vly




On applique cette inégalité inf-sup avec U remplaceé par U — U, puis on
utilise I'opérateur de Clément.

Théeoreme. On suppose que X; contient I'espace
{vh € H5(Q)% VK € Ty, vy € Pl(K)d}.

Il existe une constante c indépendante de h telle qu’on ait la majoration
d’erreur a posteriori suivante

N =

= s gy P = prll gz < ¢ X (R +RRIE = 6l Fag) )
KETh

Ne nécessite aucune condition inf-sup entre X; et M.



Pour tout K dans 7;, on choisit successivement dans I’équation du
réesidu,

V égal a (vg,0) et v, €gal a 0, avec

VK=(fh—|—Auh—gradph)¢K sur K vi =20 SUFQ\K,

pour tout e dans &g, V €gal a (v¢,0) et v, €égal a 0, avec

ve = Lerx([Opuy, — ppn]ve) surk € {K,K'} ve=0 surQ\ (KUK,

V égal a (0,qx) et v, €gal a 0, avec

g = divuy, sur K gk = 0. sur Q\ K.

Puis on utilise les mémes inégalités inverses que précédemment.



Théoreme. L’estimation suivante est vérifiée pour chaque indicateur
ni, K € 7;, et pour une constante c indépendante de K et de h :

e < e (10 = Wl gyt 10— Dl 2+ X el = Bl 2y

KRCWEK

On obtient les méms propriétés d’'optimailté que pour I'équation de
Laplace.

Les indicateurs d’erreur sont faciles a calculer.

L’évaluation des indicateurs par problemes locaux nécessite des
problemes locaux réduits (et une condition inf-sup entre chaque paire
d’espaces locaux).



Extension aux équations de Navier—Stokes

( —vAu+u-Vu+gradp =1 dans €2,

¢ divu=20 dans <2,

u=20 sur 0X2.

\

Formulation variationnelle équivalente
Trouver (u,p) dans H () x L3(2) tel que

Vv € H&(Q)d, I//Q grad u.grad vdx + /Q(u - Vu)(x) - v(x) dx
_ /Q(div V)(x)p(x) dx = < f,v >,

Vg € L3(), /Q(div 1) (x)g(x) dx = 0.

Pour tout f dans H1(Q)9, ce probleme admet une solution.



Le probleme discret
Trouver (uy,p;) dans X; x M; tel que

Vv, € Xy, I//Q grad uy, . grad vy, dx + /Q(uh - Vuy,)(x) - vp(x)dx

— | @V V) GOps () dx = < £,v, >,

Vg, € My, /Q(div w) (x)gp (%) dx = 0.

Sous des hypotheses standard, ce probleme admet une solution lo-
calement unique et on peut prouver des estimations d’erreur a priori.

Les indicateurs d’erreur par residu
Pour tout élément K de 7;, I'indicateur d’erreur ny est défini par

NK = hK ||fh + I/Allh + uy; - Vuh — gradthLg(K)d

1 5 i
+ 2 2 hE v onup — pn] |l p2(eye + 1div sl 2k,
ecly

ou f; est une approximation de f dans Z,‘f.



Le probleme continu :
Si S désigne I'opérateur de Stokes,

U + S(G(U) _ f) = 0.

Le probleme discret :
Si §;, désigne I'opérateur de Stokes discret,

Up + Sp(G(U) — ) = 0.

Equation du résidu :

Up + S(G(Uy) — £) = SRy (Up),

U — U, + S(G(U) - G(Uh)> = —SR,(U).

J. Pousin, J. Rappaz



Théoreme. Soit (u,p) une solution des équations de Navier-Stokes telle
que Id+ SDG(U) soit un isomorphisme de Y. Il existe un voisinage U/ de
(u,p) dans Y et une constante ¢(f) indépendante de h telle qu’on ait la
majoration d’erreur a posteriori suivante pour toute solution (uy,p;) du
probleme discret appartenant a U

N

u — uh|H1(Q)d + |lp — ph||L2(Q) < c(f) ( Z (77%{ + h%( |f— fh“%Q(K))) :
KeT,,

L’hypothese du théoreme indique simplement que le probleme de
Navier-Stokes linéarisées en (u,p) est bien posé.

L’estimation a posteriori est toujours optimale.



Les mémes arguments que pour le probleme de Stokes (avec un choix
un peu modifié de vxr) menent a une borne supé€rieure pour chaque

indicateur d’erreur.

Théoreme. L’estimation suivante est vérifiée pour chaque indicateur
nig, K € 7, et pour une constante c¢(f) indépendante de K et de h :

nk < c(f) (|u - uthl(wK)d + ||p - thLQ(wK)_I_ Z P ||f — thLQ(m)d)'

KCWE

Cette estimation est encore locale en espace, donc ....



Un exemple de discrétisation non conforme

Un schéma d’éléments ou volumes finis adaptatif

pour les équations de Darcy

Travail commun avec Y. Achdou et F. Coquel
dans le cadre d’un contrat avec Electricité de France



Les équations de Darcy modélisent I'écoulement d’un fluide visqueux
iIncompressible dans un milieu poreux, homogene ou non homogene.
H. Darcy (1856)

e Les équations de Darcy et leurs formulations variationnelles

e Des éléments finis qui marchent mal, moyennement ou presque bien

e Un schéma d’éléments ou volumes finis optimal

e Et son analyse a posteriori



Les équations de Darcy et leurs formulations variationnelles

Les équations de Darcy dans un ouvert 2 borné de IRd, d = 2 ou 3,
s’écrivent
)

u—+ pgradp =f dans €2,
¢ divu=20 dans (2,
|lu-n= 0 sur 0S2.

Inconnues : vitesse u, pression p.
Données : Densité de forces volumiques f (ou donnée sur le bord).

u = fonction strictement positive égale au quotient de la viscosité du
fluide par la perméabilité du milieu (1~ ! est appelé porosité).

La fonction p est constante dans le cas d’un milieu homogene. Dans la
suite de cet exposeé, on prend p €gal a 1.



Premiere formulation variationnelle

H(div,Q) = {v e L2()% divv € LQ(Q)},
Hp(div,Q2) = {v € H(div,Q2); v-n=20 surBQ},

£3(@) = {ge 12 [ aax=ol.

Trouver (u,p) dans Hy(div,Q) x L3(RQ2) tel que
Vv € Hg(div,2), [ou(x) - v(x)dx — [o(divVv)(x)p(x)dx = /Qf(x) - v(x) dx,

Vq € L%(Q), — [o(divu)(x)q(x) dx = 0.



V= {v € Ho(div,Q): Vg € L3(), /Q(divv)(x)q(x) dx = o}

= {v € Ho(div,2); divv =0 dansQ}.

° sur V seulement

o
S’obtient en prenant v égal a grad o, ou ¢ est solution d’'une équation
de Laplace de donnée g et conditions de Neumann homogenes.

Le probleme admet une solution unique.



Deuxieme formulation variationnelle
Trouver (u,p) dans L2(Q)% x (Hl(Q) N L%(Q)) tel que
Vv € L2(Q)4,  [ou(x) - v(x)dx + [ov(x) - grad p(x) dx = /Qf(x) - v(x) dx,

Vg e HL(Q) N L%(Q), Jou(x) - grad ¢(x) dx = 0.

V= {v e I2(Q)%: Vg € HY(Q) N L3(%), /Qv(x) . grad ¢(x) dx = o}

= {v € Hp(div,2); divv =20 danSQ}.



e Ellipticité de la premiere forme bilinéaire sur L2()4

e Condition inf-sup pour la seconde forme
S’obtient en prenant v égal a gradg.

Le probleme admet une solution unique.

Troisieme formulation variationnelle
J.-M. Thomas

On mélange les objets utilisés dans les deux premieres.



Une propriéeté de regularite

rotu=rotf dans 2, divu=0dans 2, u - n = 0 sur 0f2.

C. Amrouche, C.B., M. Dauge, V. Girault
M. Costabel, M. Dauge

On suppose la donnée f dans L2(2)% a rotationnel dans L2()29-3,

Lorsque 2 est un polygone ou un polyedre a frontiere lipschitzienne, la
solution (u,p) appartient a H5(Q)? x H5T1(Q)

e pour s =1 lorsque {2 est convexe,

e pour un s > % sinon (la valeur maximale de s dans ce cas est explicit-
ment connue dans le cas de la dimension 2).



Des éléments finis qui marchent mal, moyennement ou presque bien
(71,); : famille réguliere de triangulations de <.

Eléments finis pour la premiére formulation variationnelle
X, C Ho(div,Q), M, C L3().

Trouver (uy,p;) dans X; x M, tel que

Wh € Xp o un() - vi(0) dx = Jo(divvp) (OpR(x) dx = [ E(Gx) - i) dx,

Vg, € My, — Jo(divuy)(x)q,(x) dx = 0,



Exemple 1 :

X, = {vh € HY ()N Ho(div,Q); VK € Tp,, vy ¢ € PQ(K)d},
Mp, = {Qh € L5(Q); VK € Ty, qp i € PO(K)},

Pas de convergence, ni en vitesse, ni en pression.

Exemple 2 : mini-élément d’Arnold—Brezzi—Fortin

X, = {vh e HY()" N Ho(div, 2); YK € T, vy € P(K)d},

My, = {an € L3(): VK € Ty, ayc € P |

ou P(K) est la somme de P1(K) et de la fonction bulle.

Convergence d’ordre 1 (non optimale) en vitesse et en pression.



Exemple 3 : élément fini de Raviart—Thomas

Xp = {Vh € Hp(div,2); VK € 7T;, Vh|K c P/(K)},

My, = {a, € L3(); VK € Ty, yxc € Po(FO) ],

ol P/(K) désigne I'espace engendré par Py(K)? et x.

Estimations a priori optimales, estimations a posteriori non optimales.
D. Braess, R. Verfurth

La formulation variationnelle considérée ici n'est pas homogene et ne
peut donc mener a des estimations a posteriori optimales.



Eléments finis pour la seconde formulation variationnelle
X, C L2(2)¢4, M, c HY(Q) N L3().

Trouver (uy,p;) dans X; x M; tel que
Wa € Xpy Jua(x) - V(0 dx + o va(x) - gradp,(x) dx = [ £(x) - v,(x) dx,

Vagp € My, Joup(x) - gradg,(x)dx =0,



Exemple 4 : élément fini de Taylor—Hood

X, = {vh c HY(Q)% VK € T, vy € PQ(K)d},
M, = {qh e HY(Q) N L3(Q); VK € Ty, ay i € Pl(K)},

Estimations d’erreur a priori et a posteriori optimales
pour la seconde formulation

Exemple 5 : élément fini rhéologique

X, = {vh e L2()% VK € T, vy € PO(K)d},
M, = {qh e HY(Q) N L3(Q); VK € Ty, an € Pl(K)},

Estimations d’erreur a priori et a posteriori optimales
mais la vitesse discrete n’est pas a divergence exactement nulle.



Un schéma d’éléments ou volumes finis optimal

Le probleme discret par éléments finis

Xy, = {v € L2(Q)% VK € Ty, v, | € Po(K)?}.

M. Crouzeix, P.-A. Raviart

M; : espace des fonctions de L2(Q)

e dont la restriction a chaque élément K de 7; est affine,

e qui sont continues aux milieux des cotés (d = 2) ou aux barycentres
des faces (d = 3) des éléments de 7;,.

L’espace M; n’est pas inclus dans H1(Q)
= Discrétisation non conforme'!



Trouver (u;,p;) dans X; x M; tel que

Wh € Xp JQup() - V() dx 4 bp(vipp) = [ E() - va(x) dx,

Vap € My, bp(up,qy) =0,

ou la forme bilin€aire b,(-,-) est donnée par

b (Vi an) = K;h /K vip(x) - (grad gp)(x) dx.



N =

lanllgpeey = ( 3 lanlacro)
€lp

e Ellipticité de la premiere forme bilinéaire sur L2()4

e Condition inf-sup pour la seconde forme
S’obtient en prenant v; égal a gradgqg; plus équivalence des norme et
semi-norme brisées.

Le probleme admet une solution unique.



Le schéma de volumes finis

Ex : ensemble des cotés (d = 2) ou faces (d = 3) de K,

5h: U EK
KETh

[-]e : trace sur e si e est contenu dans 92, saut a travers e sinon.

Trouver (ui)ge7, €t (pe)ecce, tels que

1 1
mes (K) egg_:K pemes(e)ng = mes (K) /Kf(x) ax,

VK € 71, ur +

Ve e &y, [u-n]e=0.



Xi» K € 7 @ fonctions caractéristiques de K.

ve, € € &, 1 fonctions de Lagrange associées aux milieux (d = 2) ou
barycentres (d = 3) des cOtés ou faces e.

Proposition : Les (ug)ge7, €t (pe)ecg, sont solution du schéma de vo-
lumes finis si et seulement si le couple (u;,p;) défini par

up = Z UK XK Ph = Z Pe Pe,
KE’T}L eESh

est, a une constante additive sur la pression pres, solution du probleme
d’éléments finis.



Démonstration :

1) Les fonctions xxe, K € 7, ou e décrit la base canonique de R,
forment une base de X;. Donc, EF1 équivaut a

VK € T,, ugmes(K) -+ /K erad pj, dx = /K £(x) dx,
ou encore

1 1
ur + > Dpe /K grad e dx = mes(K) /K f(x) dx.

mes(K) B

On calcule

/K grad pe dx = /gpe ny dr = mes(e) ng.
€

2) Les p¢, e € &, forment une base de M;,. Donc, EF2 équivaut a

Ve € &, Z uy - / grad e dx = 0.
eCK K



e Le schéma est parfaitement conservatif.

Vitesse a divergence exactement nulle.

Vi, = {Vh € Xp, Vap € My, bp(vy,qp) = 0}-

Proposition : L’espace V; est formé des fonctions de X; qui sont a
divergence nulle dans 2 et a trace normale nulle sur 0X2.



Estimations a priori
On fixe la constante sur la pression discrete en imposant que p; appar-
tienne a L3(2), c’est-a-dire que

Y pemes (we) = 0.
ecty,

we = uUNnion des un ou deux éléments de 7; contenant e.

Théoreme : Si la solution (u,p) appartient a H5(Q)4x H5T1(Q), 0 < s < 1,
on a la majoration d’erreur suivante

lu—upllp2gy 10 = Prll 1) < cCup) A7



Et son analyse a posteriori

Indicateurs d’erreur

5,? : ensemble des éléments de &; qui ne sont pas contenus dans 0f2.
he : longueur (d = 2) ou diameétre (d = 3) de e.
Pour tout e dans &9,

1
Ne = he ? I [Ph]eHL?(e)-



a;, 1 <1< d: extremités ou sommets de e,

e; et e,’L- : cOté ou face opposée a a; dans les éléments K et K’ contenant
€.

En dimension d = 2,

1
Ne =— \ﬁ |Pey — Pe/) +pe’2 — Pes|.



Estimations a posteriori

f;, : approximation de f dans X; telle que

1
VK € 71, fh|K = mes (K) /K f(x) dx.

Théoreme : On a la majoration d’erreur a posteriori suivante

1
lu — uh||L2(Q)d + [lp _thH}%(Q) < C( Z 773>2 + £ — thLQ(Q)d-
6652



Démonstration : En deux étapes.

1) Comme b(u— uy,p) est nul, on a

u—uplFaggye = [ (E—uw) - (u—uy)dx
On ajoute et on soustrait by,(u — uy,pp) :
[u—wnlZoigp = 3 [ (F—w,—gradpy) - (0=1up)dx + by(u— wy, pp).
ke, K

h
Le terme f;, — u; — grad p;, €tant nul sur chaque K, le premier terme se
majore par

Z £ — fh||L2(K)d”u — uhHLQ(K)d-

KETh

Pour évaluer le second terme, on introduit une approximation conforme
p; de py, c’est-a-dire dans M, N H($2).

1
) 1
bp(0 — uy,pp) = bp(u —uy,pp, —pp) < ( > |pn— pmHl(K))Q”“ — upllr2(q)a-
KeT,



On choisit p; tel que

1
VaeV,, ppla)= P a).
h (@) = (T2) KEE:% hk (@)
Alors
* _d—-1
(ph—pp)(@) = > celpple(@) <c 3 he 2 |[palell 2o
acect) ace€&?
D’autre part,
P — PRl <e > [(on—pp)(@)|hg
aEVK

On en déduit finalement

1
bp(u =) < e (X D he Il palellFag ) 2l — wpll 2y
aGVh 6653



2) On introduit la fonction v telle que v, soit €gal a (grad (p —ph)>

K
On obtient

lp — ph||?{%(m < cbp(v,p —pp).
Par divers arguments techniques,

Ip = PrllZ gy < e (I = fall 2ye + 10 = wnll 2(eya) V1] 2 (e

Du a la définition de v, ceci entraine

o = 2ull 1 ey < € (IF = fall L2yt + [0 = unll p2(ga)-



Theoreme : Les indicateurs d’erreur ne, e € 82, vérifient la majoration

ne<c ) |P—ph‘H1(K)-
eCK

Démonstration : Soit K; et Ky les éléments de 7;, qui contiennent e.
On résout les problemes

—Ap;, =0 dans Kj,
avec les conditions aux limites de Neumann

Puis on prend v égal a grady; sur K;, : =1 et 2, et a zéro ailleurs.



On voit que

1
=5 ¥ % [ v - nlpaledr = |l palel2

f [ph]e||L2(e) Z ||V||L2(K )d|P Ph|H1(K)

7,_
On combine ceci avec l'estimation

1
VIl L2 rya < ehie 1 PRl 2(eys

et on obtient la majoration désirée.



||u_uh||L2(Q)d+ Hp_thH}%(Q) (Z ”'7@) +C |f—fh||L2(Q)d
6650

ne<c > |p —ph|H1(K)-
eCK

Estimations optimales, schéma parfaitement conservatif!



Quelques extensions

Cas de milieux inhomogenes
Y. Achdou, C.B.

u—+ pgradp =f dans <2,
. divu=0 dans <2,
|lu-n=20 sur 052.

lorsque la fonction p est positive
e constante par morceaux
e OU réguliere par morceaux.

Dans le probleme discret et les indicateurs d’erreur, on remplace p par
sa valeur moyenne sur chaque élement K.



Cas de conditions aux limites non homogenes

( u—+ pgradp =f dans <2,
¢ divu=20 dans €2,
u-n=gyg sur 0f€2.

Il n'existe pas d’opérateur de traces possédant des propriétés optimales
sur I'espace M;. Mais on sait maintenant démontrer des propriétés
presque optimales.



Indicateurs d’erreur en discrétisation
multi-etapes

Introduction a la discrétisation multi-étapes

La notion de discretisation multi-étapes est un cadre ou I'on peut
iInsérer un grand nombre de meéthodes ayant la prpriété suivante : la
discrétisation fait appel a un ou plusieurs problemes intermédiaires (non
discrets) avant le probleme discret final. L’idée est toujours de calculer
des indicateurs d’erreur ne dépendant que de la solution discrete.



e Equation parabolique
probleme semi-discret en temps.

pas de temps, taille du maillage.
A. Bergam, C.B., Z. Mdghazli

e Deéveloppement asymptotique pour des problemes de plaques et de
coques

problemes satisfaits par chaque coefficient du
développement.

ordre de troncature, taille du maillage.
M. Dauge, E. Faou



e EnNn geéometrie tri-dimensionnelle axisymeétrique, couplage de la tronca-
ture en Fourier avec une discrétisation par éléments finis des problemes
associés a chaque coefficient de Fourier

Pour traiter ces problemes de facon efficace, on utilise un développement
de Fourier par rapport a la variable angulaire.

problemes satisfaits par chaque coefficient de
Fourier.

ordre de troncature, taille du maillage.
Z. Belhachmi, C.B., S. Deparis, F. Hecht



e Méthodes de reégularisation et de pénalisation
Probleme intermediaire : probleme régularisé continu.
Parametres de discretisation : parametre de régularisation, taille du

maillage.
C.B., V. Girault, F. Hecht

e Couplage automatique de modeles ? ?



Plusieurs parametres indépendants sont impliqués dans la discrétisation
et menent a plusieurs familles d’indicateurs d’erreur.

Le but est de découpler autant que possible les erreurs liées aux différents
parametres. Mais chaque indicateur ne fait intervenir que la solution
completement discréete (pour qu’on puisse le calculer explicitement),
donc ceci n’est pas entierement possible au niveau des estimations.

L’'idée de représentation locale de l'erreur doit étre abandonnée ou
modifiée pour certaines familles d’indicateurs. Toutefois I'optimisation
des autres parametres doit pouvoir s’effectuer dans le cadre de maillages
adaptes.



Adaptation en temps et en espace

pour une équation parabolique

Optimisation de la discrétisation de I’équation de la chaleur

Travail commun avec A. Bergam et Z. Mghazli



Soit {2 un ouvert borné connexe a frontiere lipschitzienne de Rd, d=1,
2 ou 3, et soit T un réel positif.

([ Ou— Au = f dans Qx]0, T,
{ u=20 sur 0S2,
| U|t=0 = U0 dans 2.

e Formulation variationnelle (en espace)
e Le probleme semi-discret en temps
e Le probleme discret

e Analyse a posteriori



Formulation variationnelle (en espace)

Trouver u dans CO(0,T; L?(2)) N L?(0,T; H3(2)) verifiant
Ujp=0 = UQ dans €2,

et tel que, pour presque tout t dans 10, T/,

Vo e H3(Q),  (Buu(t),v) + (Vu(t), Vo) = (f(t),v).

Pour toutes données f dans L2(0,7; H-1(Q)) et ug dans L2(2), I’équation
admet une solution unique u» dans

we L2(0,T; H3(2)) nc®(0,T; L?()).



Vo e HE(Q),  (Bu(t),v) + (Vu(t), Vo) = (f(t),v).

En outre, si I’'on définit la norme [[]] par

1P(0) = [0 B2y + [ IV0() 22y ds.

cette solution veérifie pour tout ¢, 0 <t < T,

[[u]]?(t) < ||uo||%2(9) + /Ot ||f(s)||%,_1(m ds.

¢ t
10031 gyads < 2 (JuolFay +2 [ 110 ds).



Le probleme semi-discret en temps

par schéma d’Euler implicite

On divise l'intervalle [0,7] en N intervalles [t,_1,tn], avec tog = 0 et

ty="1T.
n

™ = tn—1, _ T=(1m,...,T Tl = mMmaX T or = mMmaX .
n n n—1, (17 ’ N)7 | | 1<n<N (3 T 2<n< N T 1

Trouver (u™)o<p<n dans L2(Q2) x H3(Q)Y verifiant
u® = UQ dans <2,
et tel que, pour 1 <n < N,
Yo € H3(2), (u",v) + 7 (Vu", Vo) = (u" 1, 0) + m (f(tn), v).

Pour toutes données f dans C°(0,T; H-1(Q)) et ug dans L2(), I’équation
admet une solution unique (u")o<p<nN-




A toute famille (v")g<,<n, ON associe la fonction v, affine sur chaque
intervalle [t,,_q1,tn] et égale a v en t,, 0 <n < N.

tn —

™

t
vt € [tn—17 tn], 'UT(t) =" — (fun — vn_]-)

En outre, si I’'on définit la norme [[-]]- par

[ )]Z(tn) = 1" 72¢qy + Do m V0™ 1720

m=1

cette solution veérifie pour 1 <n < N,

(w112 (tn) < lluolFagy + Do m 1FEm)lI3-1(c):

m=1

n n n—1

ut —u
ZTmH _

m=1 n

t
13106y <2 (luolFagey +2 [ 17310y ds).



Lemme : Pour toute famille (v")o<,<n de H()", on a I'équivalence

S To12 () < (o1 (t) < 5 (1 00) [[orl120) + 5 71 V00022 g0

Démonstration : On doit comparer les deux quantités

t n
||’Un||%2 oy T ||VUT(S>||%2 oy ds et ||’Un||%2 o) T Z m ||va|‘%2 0)d:
(€2) * Jo (€2) (€2) (€2)

m=1

On note que

o
t

m—1

[V0r ()2 gpads = 2t (190122 gy F V0" 125 ga+ (o7, Tu 1)),

On conclut en minorant et majorant le dernier terme par diverses
L L 2 2
inégalités 2ab > —% — b2 et 2ab < & 4 b2,

L’estimation d’erreur a priori se traduit une majoration de l'erreur
[[u — ur]] de I'ordre |7|.



Le probleme discret en temps et en espace

On suppose que 2 est un polygone ou un polyedre et on introduit,
pour tout n, 0 <n < N, une famille réguliere (7,;); de triangulations de
(2 par des triangles ou des tétraedres. Il est d’usage que h, désigne le
maximum des diametres des €éléments de 7, ;..

X, = {vp, € HY(Q); VK € T, vy i € Pr(K)}, X0, = X N HE(Q).

[1;, opérateur d’interpolation ou de projection a valeurs dans Xg;,.

Trouver (ul)o<n<n dans Xop x [1N_1 X9, vérifiant
u® = Myug dans Q,
et tel que, pour 1 <n < N,

Vop, € Xpp, (uzb? vp) + Tn (VU?L’, Vuy) = (uz—l, vp) + ™ (f(tn), vp).



Pour toutes données f dans C°(0,7T; H1(Q)) et ug dans L2(S2), I’équation
admet une solution unique (u?)o<p<N-

Remarques :

On peut prouver les mémes estimations de stabilité que pour la
solution u-.

Sous certaines hypotheses de régularité de la solution u,, I’'estimation
d’erreur a priori se traduit une majoration de I’erreur [ur—uyj | de I'ordre
h3(h?+|7|) pour tout s < k, ol h désigne le maximum des h;,, 0 < m < N.



Analyse a posteriori

e Indicateurs d’erreur en temps
Pour 1 <n <N,

Tnl _
Nn = (gn)Q IV (upy — uy 1)||L2(Q)d'
C. Johnson, Y.-Y. Nie, V. Thomée
Ces indicateurs sont locaux en temps mais globaux en espace. IIs sont

faciles a calculer des que la solution discrete est connue jusqu’au temps
tn-



e Indicateurs d’erreur en espace
& : ensemble des cotés ou faces de K qui ne sont pas contenus dans

0%2.

X4 - constante égale a 0 en dimension d =1, a 1 en dimension d > 2.

Pour tout élément K de 7;,

n n—1

U u 1 1
e = i I = B Al gy + 2xa 3 b N0 2y
n eclk

ou f/' est une approximation polynomiale par morceaux de f(ty).

R. Verfurth
C.B., B. Mé¢tivet



Une estimation a posteriori de lI'erreur

But : On veut majorer [[u — u,,]](tn) en fonction des n,, des n, x et des
donnees.

[lu = upl(tn) < [lu —ur]](tn) + [lur — up ]l (En).

Idée : Une équations du résidu pour majorer chaque terme.



Equation du résidu pour le premier terme :
VYo € H3 (), (Bi(u—ur)(®),v) 4+ (V(u—ur)(t), Vo)
= (f(t) = f(tn), )= ((Vur(t) = Vu"), Vo).

En prenant v égal a v — ur et en intégrant sur [0O,¢,], on obtient la
majoration de

N =

o= ullt) < (3 [ (5 ~ 113 1y + IV urs) =)o) ds)
m=1""m-1

On note que, sur l'intervalle [t,,_1,tn],

tn — S
n (un_un—l),

ur(s) —u" = —
n

nyi n n—
19 Cur = w2,y tiz2@yty = (52 V(" = "Dl gy



Grace a une inédgalité triangulaire, on en déduit

nyi n n
IV Cur =2, apiz2eye < o+ (52 IV = u)ll 2o
nyi n— n—
+ (2 IV = a2y

On conclut en sommant le carré de cette inégalité et en utilisant la
proprieté , < or71_1.

n—latn;

7+ . opérateur d’interpolation a valeurs dans l'espace des fonctions
constantes sur chaque intervalle [t,,_1,tn].

Proposition : On a lI'estimation a posteriori suivante, pour 1 <n < N,

lw = url(ta) < ¢ (L4 002 [fur —up )(t) + (Y 72)3

m=1

17 =7 fll 20t )



Equation du résidu pour le second terme :

Yo € HA(Q), Vo, € X7,
(u" —up,v) + 7 (V" — up), Vo)

— —1
— (’U,n - — ’LLZ ,’U)
n—1

+7i W) = MR Aup) () (0 - o) () dx
1 Z n
2 ecEx /e[auuh] (r) (v —vp)(r) dr).

En prenant v égal a u"—uz et v;, €égal a une “bonne” approximation de
v, on obtient une borne supérieure pour [[ur — up, ||+ (tn).



Choix de vy, :
En dimension d = 1, on prend v;, €gal a l'interpolé de Lagrange de v
aux extremités de K, de sorte que

/e [0, () (v — v,) () drr = 0.

En dimension d > 2, on prend v; €gal a I'image de v par I'op€rateur
de Clément.

Proposition : On a I'estimation a posteriori suivante, pour 1 <n < N,
1

lur —un ANt S (X 7 X (02x +HR N tn) = S132(0)) )
m=1 KETmh

tcllug — Mpuoll12(0)-



Théoreme : On a l'estimation a posteriori globale suivante, pour 1 <
n <N,

1

= uprlltn) Se (X 2+ mm 3 (kAR ) — ) )
m=1 KETmh

+c (HUO — nhUOHLQ(Q) + ||f — 7T7'f||L2(O,tn;H—1(Q))>'

Remarque : Sont également majorées par le membre de droite de
I'inégalité précédente
e les quantiteés

[lw — ur]](tn) et [lur — up]1(En),

e les quantités

[0 (u — UT)“LQ(O,tn;H—l(Q)) et [0¢(ur — uhr)||L2(o,tn;H—1(Q))-



Une majoration des indicateurs

Idée : Dans la premiéere équation du résidu, on prend v égal a v —u" 1.

||V(Uh—uh 1)||L2(Q)d< |V (u" —Uh)||L2(Q)d + V("™ 1—Uh 1)||L2(Q)d
+HV(u" —u"" 1)||L2(Q)d-

Proposition : On a I'estimation suivante, pour 1 <n < N,

1
m < e (V0" = w2yt oF IV = g™l 2y
+||V(u — uT)HL?(tn_l,tn;LQ(Q)d) + [|0¢(u — ’U/T)HLQ(-L-n_l’tn;H—l(Q))

HIF =7 fl2g 1))

Estimation locale en temps'!



Idée : Dans la seconde équation du résidu, on prend v successivement
égal a

ult — L
v = (f — b . h + Au) i sur K, 0 ailleurs,
n
Ve = ﬁe,ﬁ([a,,u};] Yve) sur k€ {K,K'}, 0 ailleurs.

Proposition : On a I'estimation suivante, pour 1 < n < N et pour tout
élément K de 7,

0 ()~ (™
M, < ¢ IV —up)ll 2, ya =+ | - =1 (wpe)

Fhic 1 (t) = Fl 2 )

ou wy désigne lI'union des éléments de 7,; partageant au moins un coté
Oou une face avec K.

Estimation locale en temps et en espace'!



Conclusions
e Estimations parfaitement optimales au sens indiqué précédemment.

En particulier, la quantiteé

v —ur]](tn) + [lur —up ll(tn)
H10:(w —ur)ll 200 1, m-1()) T 10eur —up)ll 2004, 1))
est équivalente, aux termes portant sur les données pres, a la quantite
1

mn =
2 2 2
(X it ¥ wd)
m=1 KETmh
avec des constantes d’équivalence indépendantes de r et h.

e Les indicateurs n, représentent I'erreur locale en temps, les indicateurs
nn, Kk representent I'erreur locale en temps et en espace.

= adaptation du pas de temps et du maillage.

e Indicateurs d’erreur faciles a calculer.



Extensions

e Une équation de la chaleur non linéaire

[ Opu — div (a(uw) Vu) = f dans Qx]0, 7],
{ u=20 sur 0€2,
| U|t=0 = U0 dans 2.

ou o est une fonction continument dérivable de IR dans IR, positive et
bornée.

e Equations de Stokes et de Navier—Stokes
C.B., R. Verfurth

La difficulté vient ici de la faible régularité de la pression, qui ne peut
étre bornée en norme L2(0,T; L?(S)).



e Equations de Darcy instationnaire

(Ou+au-+gradp =1
divu =20

{
u-n=gyg

e Une équation des ondes d’'ordre 2

(

\

(9152u—Au=O

u=020

dans 2x]0,TY,
dans Q2x]0, T,
sur 0€2,

dans (2.

C.B., V. Girault, K.R. Rajagopal

dans 2x]0,T7,

sur 0€2,

Ujp=0 = UQ et (atu)|t:o = vg dans 2.

C.B., E. Suli



Optimisation du parametre de pénalisation

pour le probleme de Stokes

La méthode de pénalisation fournit un algorithme de résolution efficace
pour la résolution numérique du probleme de Stokes. Toutefois le pa-
rametre qui intervient dans cette méthode est le plus souvent choisi de

facon tout-a-fait arbitraire.



Soit 2 un ouvert borné de IRd, d =2 ou 3, a frontiere lipschitzienne.

[ vAu+gradp=f  dans <,

¢ divu=20 dans <2,

\ u=20 sur 0X2.

Les inconnues sont la vitesse u et la pression p.

Formulation variationnelle
Trouver (u,p) dans H5(Q2)% x L(2) vérifiant

Vv € H&(Q)d, /Q gradu : grad vdx — /Q(div v)(x) p(x) dx = /Q f(x) - v(x)dx,

vg € L3(2), — /Q(div ) (x) ¢(x) dx = 0.



Vv € H&(Q)d, /Q gradu : grad vdx — /Q(div v)(x) p(x) dx = /Q f(x) - v(x) dx,

Vg e L2(Q), - /Q(div u)(x) ¢(x) dx = 0.

L’ellipticité de la premiere forme bilinéaire et la condition inf-sup vérifiée
par la second impliquent que

Pour toute donnée f dans H1(Q)%, ce probleme admet une solution
unique. En outre, cette solution veérifie

|U-|H1(Q)d + ||p||L2(Q) <c ||f||H—1(Q)d-



Le probleme pénalisé

On fixe un parametre ¢, 0 < e < 1.

Trouver (ue,ps) dans HE(2)4 x L3(QQ) verifiant

Vv € H(-l)(Q)d, /Q grad u: : gradvdx—/Q(div V) (X) pe(x) dx = /Q f(x)-v(x)dx,

vg € L3(), - /Q(div we) (x) q(x) dx—¢ /Q pe(x)q(x) dx = 0.

La deuxieme équation s’écrit

Pe = —e Ldiv Ue.



Pe = _eLaiv Ue.

Par suite, le probleme pénalisé s’écrit de facon équivalente

Trouver ue dans Hg(2)? verifiant
Vv € H(%(Q)d, /Q graduc: : gradvdx + 5_1/Q(div u:)(x) (divv)(x) dx
= [ f : dx,
/Q (x) - v(x)dx

Trouver p. dans L3(S2) vérifiant

Vg€ L3(Q), e /Q pe(x)q(x) dx = — /Q(div u) (x) g(x) dx.



Pour toute donnée f dans H—l(Q)d, ce probleme admet une solution
unique.
Ne requiert aucune condition inf-sup'!

Toutefois, si I'on n'utilise pas la condition inf-sup, on n’a pas d’estima-
tion indépendante de ¢ de la quantité ||p5||L2(Q).

On peut établir des estimations d’erreur a priori entre les solutions (u, p)

et (u.p:), de I'ordre de «.
V. Girault, P.-A. Raviart



Le probleme discret
(7;,);, : famille régulieére de triangulations de 2 par des triangles ou des

tétraedres.
Xy C H(%(Q)d, M;, C L%(Q)

On suppose X; et M; construits a partir de la triangulation 7;,.

Trouver (u.y, p-y,) dans X; x M, vérifiant

Vv, € Xy, /Q grad u.;, : gradvy, dx—/Q(div vy, ) (X) pep(x) dx = /Q f(x) - vy(x)dx,

Van € My, — | (@vug) () ay(x) dx = | pep()an(x) dx = 0,



Soit I, I'opérateur de projection orthogonale de L%(Q) sur M;,. La
deuxieme equation s’écrit

Do = —e T My (divugy).

Le probleme discret s’écrit de facon équivalente

Trouver u,;, dans X;, veérifiant
Y, € Xy, /Q gradu,, : gradv,dx —+ & /Q My, (divu,y,)(x) My (divvy)(x) dx
= [ f(x) - vy (x)dx,
[ G0 - va(0)

Trouver p., dans M, vérifiant

Vqp € My, ¢ /Q Pen(X)gp(x) dx = — /Q(div u.p)(X) gp(x) dx.



Pour toute donnée f dans H—l(Q)d, ce probleme admet une solution
unique.
Ne requiert aucune condition inf-sup'!

Fournit un algorithme efficace de résolution du probleme discret, ou les
iInconnues sont decoupleées'!

Toutefois le nombre de condition de la matrice a inverser dépend gran-
dement du choix de «.

S’ll existe une condition inf-sup entre les espaces X; et M;, on peut
établir des estimations d’erreur a priori entre les solutions (u,p;) et

(Uep, Peh)-



Deux familles d’'indicateurs d’erreur

e Indicateur d’erreur lié au terme de pénalisation

Ne — € ||pehHL2(Q)-

e Indicateurs d’erreur liés aux éléments finis
Er : ensemble des cotés ou faces de K qui ne sont pas contenus dans

0S2.

Pour tout élément K de 7;,
Nk = hi [ty + Aug, — grad pepllp2fyd

1 1 .
+ 5 Z he ||[Onugy, — Pepy n]||L2(e)d + ||div ushHLQ(K)7
ecl

ou f; est une approximation polynomiale par morceaux de f.

C.B., B. Mé¢tivet, R. Verfurth



Une estimation a posteriori de lI'erreur

But : On veut majorer I'erreur entre (u,p) et (u.,,p.,) €n fonction de
ne, des nr et des donneées.

lu — u8h|H1(Q)d < |u-— u€|[—]1(§2)d + [ue — u8h|H1(Q)d7

1P = penll2¢q) < 1P — pell L2(q) + IPe — Penll L2(0)-

Idée : Une équations du résidu pour majorer chaque terme.



Equation du résidu pour le premier terme :

Yu € H&(Q)d, /Q grad (u —u:) : grad vdx — /Q(div v)(x) (p — ps)(x) dx = 0,

Vq € L%(Q), — /Q (div (u— U5))(X) g(x)dx = ¢ /Q pe(x)q(x) dx.

Les propriétés de stabilité usuelles du probleme de Stokes donnent

u— el 1 eya + llp = pell p2gay < cellpell 200

On conclut par une inégalité triangulaire.

Proposition : On a I'estimation a posteriori suivante

lu — u€|H1(Q)d + |lp — P€||L2(Q) <c (776 + € ||pe — pshHLQ(Q))‘



Equation du résidu pour le second terme :
Vv € H&(Q)d, /Q grad (us —u.y) : gradvdx + ...

On utilise les arguments usuels pour I'estimation a posteriori de I'erreur
dans le probleme de Stokes (en particulier, on introduit une approxima-

tion v;, de la fonction v dans X3;).

Proposition : On suppose que l'espace X; contient
Y, = {vh € Hy(D% VK € Ty, vy, i € Pl(K)d}.

On a l'estimation a posteriori suivante

1
lue — u€h|H1(Q)d + [|pe — PthL?(Q) <c (776 + (K%:T (77%( + h%{ | — th%Q(K)d)Q)'
h



Une majoration des indicateurs

Idée : Dans la premiere équation du résidu

Vg € L§(S),
e | pen(0a() dx = — | (pe = pep) (0a() dx — |_(div (u— 1)) (x) a(x) dx,

on prend g €gal a p.y,.

Proposition : On a I'estimation suivante

e < clu = el g1y € llpe = Penll2(0)-



Idée : Dans la seconde équation du résidu, on prend v successivement
égal a

VR = (fh + Auy — gradpgh) Y  sur K, O ailleurs,

Ve = R([ﬁyush —p.pn]e)  sur KUK/, O ailleurs,
puis g égal a

qi = divu,, sur K, O ailleurs.

Proposition : On a I'estimation suivante, pour tout élément K de 7;,
K < c (\U — U5|H1(K)d 4+ |ue — u5h|H1(wK)d

- llpe = penllz2(sagey + e IE = Bull 20 )

ou wy désigne I'union des éléments de 7,; partageant au moins un coté
ou une face avec K.

Estimations optimales, une estimation locale en espace'!



Quelques expériences numeriques
réalisées avec le code FreeFem-}+

F. Hecht, O. Pironneau

Elément fini de Taylor—Hood, maillage uniforme

Solution réguliere dans un carré

e Influence du parametre de pénalisation

e Influence du maillage



mesh size = 2.828/20




eps_h =0.01




Extensions

e Pénalisation locale

On remplace ¢ |5 p(x)q(x) dx par

> e [ p(0a(x) dx

KETh
-+ deux types d’indicateurs d’erreur locaux.
Cette méthode oblige a travailler avec des espaces discrets de pression

discontinue et n’apporte aucun avantage par rapport a la pénalisation
globale.



e Equations de Navier—Stokes
J. Pousin, J. Rappaz
R. Verfurth
Aucune difficulté particuliere.



Données : viscosité v = 1072 et vitesse tangentielle sur bord gauche

non nulle.
e=0,14 x 1072
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e Equations des fluides de grade 2
M. Amara, C.B.,V. Girault, F. Hecht

Dans un ouvert <2 borné de RQ, on considere le probleme

( —vAu+tgradp+zxu=Tf~ dans €2,
divu =20 dans <2,

vz+au - Vz=a«arotf +vrotu dans €2,

L u=20 sur 052.

Ajout d’'une terme de régularisation a I'équation de transport.



Un peu d’axisymetrique

Troncature en Fourier et adaptation de maillage

Travail commun avec Z. Belhachmi, S. Deparis et F. Hecht



Toute solution des équations de Navier—Stokes dans un ouvert tridimen-
sionnel axisymeétrique (invariant par rotation autour d’un axe) admet
une déecomposition en série de Fourier par rapport a la variable angu-
laire. Les coefficients de Fourier sont alors solution d’'un systeme couplé
sur le domaine meéridien. Nous proposons une discréetisation basée sur
la troncature en Fourier et des élements finis bidimensionnels.

Efficacité : A précison imposée, le nhombre total de degrés de liberté
est beaucoup plus faible que pour une discrétisation tridimensionnelle.

e Deéveloppement en série de Fourier

e Troncature en Fourier

e Discrétisation par éléments finis

e Analyse a posteriori de la discrétisation

e EXxtension aux équations de Navier—Stokes



Développement en série de Fourier
(2 : ouvert borné connexe tridimensionnel, invariant par rotation autour

de I'axe x = y = 0.

(v Au+ gradp =1 dans 2,

¢ divu=20 dans <2,

u=g sur 052.

\

Inconnues : vitesse u, pression p.

1
Pour toute donnée (f,g) dans H~1(Q)3 x HZ(6Q)3 vérifiant

- ndr = 0,
8§2g

ce probleme admet une solution unique (u,p) dans H!(2)3 x L3(RQ).



Le systéme de coordonnées cylindriques (r,0,z), avecr >0et —7m <0 < m,
est défini par

x =1 COS6, y=rSind.

Il existe alors un domaine meéridien w dans R+ X R tel que
Q= {(r,@,z); (r,z) ewand — 7w <0< 77}.

On suppose la frontiere ow lipschitzienne.

vo - interieur de l'intersection de Jdw avec I'axe »r =0, v = 0w \ 7p-



M. Azaiez, C. Bernardi, M. Dauge, Y. Maday

Développement en série de Fourier des données

f(r,0,2) = > £5(r, 2) eth? > g k(r 2) eth?,

Wor g(r,0,z) = Wor
kGZ kEZ

Développement en série de Fourier de la solution

u(r,0,z) = Z uk(r, 2) eike, p(r,0,z) = Z D (r 2) k0

1
V2T re7 V2T 7



2 .
(—a,r?'vfr — %87"’07" - 822?)’]“ _I_ 1;|:Qk Ur —I_ 2,’,,—22]{: /UH\
2 .
— D = | —02vp — 20rvg — 02vp + TH vg — 20,
2
\ —87%?),2 — %afr’vz — 822’0,2 _I_ I:"_sz )
. aqu
_ 1 1k ”
divpv = Orvr + ;’U’r + ?’09 + 02z, grady g = | 7 q
02q

Le couple (u,p) est solution du probleme de Stokes si et seulement si
chaque couple (u* p*), k € Z, est solution du systeme bidimensionnel
avec quatre inconnues scalaires

(v Ay ut + gradkpk = fk inw,

{ divpuf =0 inw,

luf=g on ~.



Principale difficulté : la mesure de Lebesgue dx dy dz est transformée en
une mesure a poids rdrdfdz.

Espaces de Sobolev a poids

L3 (w) = {’U . w — Cmesurable; / lv(r, 2)|?rdrdz < —I-OO},
w

L2 (w) = {v . w — Cmesurable; / lw(r, 2)|?r tdrdz < —I—oo}
w

HL(w) = {v e L2(w); 8o € L2(w) et v € L%(w)},

Vi (w) = Hi (w) N L2 (w).



Les espaces variationnels de base sont alors définis par

L%O(w) = {q € L%(w); /wq(r, Z)rdrdz = O},

i) ={ve Hi@) v=00n7},  Vi(w)= Vi) W)
Finalement, on introduit les espaces dépendant de k

( VE(w) x Vi (w) x Hi(w) if k =0,

{(vr,vg,vz) e HN W) x HY (W) x VE(w); vy + ik vgeLzl(w)}

H1i (w) = 4
(k) if k| = 1,

| V(W) x Vi (w) x Vi (w) i k| > 2.

ainsi que l'espace L%k)(“’)' €gal a L?,(w) si k est €gal a zéro, a L% (w)
sinon.

H{j)o (@) = Hijy (@) N Hio(w)®



Formulation variationnelle
Trouver (u”,pF) dans H%k)(w) X L%k)(w), avec u® égal a gF sur ~, tel que
weHYy (@), A V) + By(v.pt) = [ (5 )2y rdrdz,
w

Vg € L{yy(w),  Bi(u®,q) = 0.

ag(u,v) = v / (Orudyv 4+ 0,ud,v)(r,z) rdrdz.
w

Ar(u,v) = ao(ur, vr) + ag(ug, v9) + ao(uz, vz)
+ v / ((1 + k2) (uyor + ugvy) + 2ik (ugv, — urﬁg)) (r,2)r Ydrdz

+ v k2 / wy(r, 2)0,(r, 2) r— L drdz.
w

Bip(v,q) = — /w q(r, z)(Orvy + r~ 1o, 4+ ikr—1 Uy + 020z)(r, z) rdrdz.



1
e L’espace H%k)(w) est muni de la norme A.(v,v)2 (qui est équivalente
a la norme ||ve || ;1 5y3).

= ellipticité de la forme A.(-,")

e La condition inf-sup suivante se déduit de son analogue tridimension-

nel : il existe une constante 35 > 0 telle que
Bi(v,q)
Vq € L%k)(w)a sup > 0 ||Q||L%(w)-

veH%k)(w) HVHH%k)(w)

Chaque probleme bidimensionnel admet une solution unique (u”, p*).



Troncature en Fourier

K : parametre de troncature
1 K 1 K

k 1k0 k 1k0
I~ Z u (T7 Z>€ ) p]C(’I“,Q,Z) — = p (’I", 2)6 .
V2T, V2T T

u/C(Ta 07 Z) —

H™9(Q) = {v e H"(Q); 851; c H"(Q2), 1 </¢< a},
-+ extension évidente aux espaces définis sur 0X2.
Proposition. On suppose que la donnée (f,g) appartient a H~1.7(Q)3 x

1
H27(6Q2)3, o > 0. On a I'estimation d’erreur suivante

[ = uxlleys + I = Py < eK77 (Il 1oy + el g0 0 0):



Troncature en Fourier approchée

5 (r, 2) = f(r,0,2)e " qo.

1 21
Vo= o
Lorsque calculer l'intégrale ci-dessus ou son analogue pour g est Im-
possible, on utilise une formule de quadrature. Pour le parametre K
introduit précédemment, on définit les nceuds 6,, = Q%C”}IZTI, K<m<K,

et on pose

V27 K .
ff(ﬁ z) = K+ 1 m:Z_’Cf(T, Om, 2) e Zk@ma

V2 K |
0 g(r,Om, 2) e HOm

k —
g*(ra Z) - QIC—I— 1 Wl

(u”, p¥) : solution du probleme bidimensionnel avec donnée (ff, gh).



K I
1 : 1 -
U]C*(’I",Q,Z) — = Z Uf("ﬂ Z) ezkea p}C*(T’,Q,Z> — = pf(ra Z) éLke'

V2T V2T T

Proposition. On suppose que la donnée (f,g) appartient a H-1.7(2)3 x
1
H27(0Q)3, ¢ > % On a I'estimation d’erreur suivante

= uxl g1 eys + 1P = Prsllzage) < oK™ (Il 1oy + el 1.0 o)



Discrétisation par éléments finis

(74)p : famille réguliere de triangulations of w (par des triangles).

XhCH%(w), MhCL%(Q).
L’intersection de X; et Vll(w) est constituée des fonctions de X; qui
s’annulent sur ~g, I’ intersection de X; et Hllo(w) est constituée des

fonctions de X; qui s’annulent sur .

Hy) = (Xh)3 M H%k)(w)a Hz(k) = (Xh)3 M H%k)o(w)a

z?l : opérateur d’interpolation de Lagrange sur v a valeurs dans l'espace
des traces des fonctions de X;,.



Le probleme discret

Trouver (uj,py) dans Hy,,y X My, avec uj €gal a i)ghi on ~, tel que
Wi € By Ap(uflva) + Bu(viph) = [ (889 () rdrdz,

Van € Myry  Br(uf,q,) = 0.



Deux choix possibles d’espaces discrets ont été considéreés.

Premier couple d’espaces : Cas de pressions continues

X}(Ll) = {vh c CO(@); VK € Ty, Vh|K € PQ(K)},

MY = {q), € CO@); VK € Ty, a5 i € PL(K)}.

Second couple d’espaces : Cas de pressions discontinues

Xlgz) = {’Uh S Co(w); VK €1y, Uh |K S PK},

M = {q) € L3W); VK € Ty, a1k € PL(K)

ou Py désigne I'espace engendré par P>(K) et la fonction bulle sur K.



L’analyse numérique du probleme discret requiert quelques outils de
base en éleéments finis :

e propriétés d’'approximation de I'opérateur d’interpolation de Lagrange
dans les normes a poids,

e INégaités inverses a poids,

e propriétés d’'un opérateur de Clément a poids
B. Mercier, G. Raugel

Dans le cas usuel, ces propriétés sont établies par passage a un triangle
de référence. Dans le cas a poids, ces propriétés sont établies par trois
passages a un triangle de référence.



En effet, trois types de triangles doivent étre considéreés.

e Type 1 : K n’intersecte pas 7

max r(x ,
XER (x) < et minr(x) > ¢ hy.
MiNyc i 7(X) xeK

e Type 2 : K a un coté contenu dans 7,
Si a, et az désignent les extrémités de ce coté, r est égal a r(a;) \1, de
sorte que

Vx € K, chp M <r(x) <dhg.

e Type 3 : K a seulement un sommet contenu dans 7
Si a; désignhe ce sommet,

vx € K, chg (A2 4+ A3) <7(x) < hg (A2 4+ A3).



M. Bercovier, O. Pironneau, R. Verfurth, J. Boland, R. Nicolaides

Lemma. Il existe une constante 3 indépendante de h telle qu’on ait la
condition inf-sup suivante

B , ~ _
Van € Mygy,  sup RV 5 5y k)T b

VhEHh(k:) ||Vh||H%k) (w)

Proposition. On suppose que f* appartient a I’espace dual de H%k)o(@
et que g’j est continue sur v et vérifie v N ~g

gr. =gt =0 if k =0,
gi. +ikgty=4¢%. =0  if|k| =1,
gk, =gk, =49 =0 if |k > 2.

Alors le probleme discret admet une solution unique (uﬁ,pﬁ) dans Hj ;X



Theéoreme. On suppose que la solution (u’j,p’j) correspondant aux donnees
f* et gt appartient a H:T1(w)3 x H5(w), £ < s < 2. On a I’estimation d’er-
reur a priori suivante

L L —1 k k
Juf = bl )+ Q@+ DT IRE = Rl

< e (1 D) bl ey + 1S )

Pour des données régulieres, la régularité de chaque solution (u”,pk)
est explicitement connue en fonction de la géométrie de w et peut
dépendre de k. L’erreur est de I'ordre de ch? par exemple lorsque w est
un rectangle.



L’erreur tridimensionnelle

1 K

1 K -
uip(r,0,z) = — ) ﬁ uf (r, z) e, pich(r,0,2) = —— Y pi(r, z) e

(7.y)p : famille réguliere de triangulations associ€ée a chaque k.
hi : maximum des diametres des €éléments de 7.

)\ 1

||u_uICh||H1(Q)3 S C(f7g) IC_U_I_( Z C(u*7p*)2 28k(1 + |k|) )2
k=—IC

& : :

Ip ~ pralzzg) < CEB) K7+ (X club b2 (14 1kD*)7,
k=—IK

0 < s < 2.



Analyse a posteriori de la discrétisation

La principale idée pour |'adaptativité consiste a utiliser différentes fa-
milles de triangulations (7.;);, une pour chaque k.

Ls arguments sont exactement les mémes que dans le cas cartésien mais
font maintenant appel a des inégalités inverses a poids et a I'opérateur
de Clément a poids.

Pour — K < k <K et pour tout K dans 7., I'indicateur d’erreur 77]?( est
défini par
nlf< = hg Hfilf + v Aku]fz - gradkplfLHL%(Kﬁ
1
+ 3 2 Il Oy — pymle Nl 2093 + 1divk Rl 20y

eclk

f}’j : approximation de f,’f constante (ou affine) par morceaux.
& ensemble des cotés de K qui ne sot pas contenus dans Jw.
[-]e : saut a travers un élément e de &y.



| ll7 )  MOrmMe de trace de H, (2) sur 1.

Théoreme. On a I'estimation d’erreur a posteriori suivante

koo k ko k
[|u uh”H%k)(w)'l'Hp* thL%(w)

1
< kN2 4 12 gk _ k2 kv k2 )2.
—C(KEZ:%(("K) + AR NEE = 172 cy) + 8% — bl o)

wyg - union des triangles de 7., qui partagent au moins un coté avec K.

Théoreme. La majoration d’erreur suivante est vérifiée pour chaque
indicateur 0%, K € Ty,

nfe < e (1 [k]) (Jluf - Willey, (o) T 1PE = Prll 2000

k k kE_ Yok
+ h [[f — thL%(WK) + gy — Zhg*”T(k)(’Y))'



L’erreur tridimensionnelle

o —ugp |l g1qys + llp — prcnll L2(q)

K
<c ( 3 ( > (MFD? + B NE = Bl1 2 40) + llgs — izg]i"gf(k)(”))
k=—K ‘KT, 1

N

/
+ ¢ (I1f = fiall -1y + 18— 8l 3 (89)3).



Une strategie d’adaptativite

On choisit K tel que ||f —f et soient inférieurs
¢ q | IC*HH 1(Q)3 g — gK*”H2(6§2)3

a une tolérance donnée n*.

e ONn fixe une premiere triangulation grossiere T};“ et, pour chaque k,
k| < K, on la raffine pour obtenir une triangulation 7,5 telle que les
quantités ||f* —f,’f||L%(w) et ||gh — zhg’,EHT( /() soient mferleures a n*.

e Pour chaque £, on raffine la triangulation Tk*h de facon itérative,
suivant les criteres standard reposant sur les différentes valeurs des 7%
jusqu’a obtenir le maillage final 7.

e On réinterpole chaque (uf e?*? pk k%) sur une triangulation tridimen-
sionnelle dans le but de jeter un coup d’ceil a la solution discrete tridi-
mensionnelle (uiy, pip)-



Extension aux équations de Navier—Stokes

(v Au+ (u-V)u+gradp =f dans €2,

¢ divu=20 dans <2,

u=g sur 052.

\

1
Pour toute donnée (f,g) dans H~1(Q)3 x HZ(82)3 vérifiant sur chaque
composante connexe [; de 052

/I_g-ndTZO, 0<i<I,

ce probleme admet une solution (pas forcément unique) (u,p) dans
H1(Q)3 x L3(2).



Le couple (u,p) est solution des équations de Navier—Stokes si et seule-
ment si les couples (uk,pk), k € 7, sont solutions des systemes bidimen-
sionnels couplés

([ —v A uF + Cp(uh) 4 grad pf = £~ dans w,
{ divyufF =0 dans w,
\ uk = gk sur .

Lkt ((ibul — )
Cr(u’) = 3 [ (i aru’ + i 0:u") + | Lug™ (ul 4 il uf)
e’ 1 k—/ Muﬁ

—~Uu
r

La troncature en Fourier induit une troncation supplémentaire du terme
non linéaire.



F. Brezzi, J. Rappaz, P.-A. Raviart
J. Pousin, J. Rappaz

Soit (u,p) une solution des équations de Navier—Stokes telle que les
équations de Navier—Stokes linéarisées en (u,p) soient un probleéme bien
pose.

e Il existe un Kg, un hg et un voisinage U/* de chaque (u*,p®) tels que,
pour K > Ko et h < hg, le probleme discret non linéaire admette une
unique solution (uf,p?) dans u*.

e On ales mémes estimations d’erreur a priori que dans le cas linéaire.

° On a les mémes estimations d’erreur a posteriori que dans le cas
linéaire.

Un probleme ouvert : le choix d’un algorithme efficace pour résoudre le
probleme non linéaire.
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