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τ̇c = kcε̇c − (α|ε̇c|+ |u|)τc + σ0|u|+ τc(0) = τc0

k̇c = −(α|ε̇c|+ |u|)kc + k0|u|+ kc(0) = kc0

σc = d(εc)(τc + kcξ0) + µcε̇c
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�+�p�G�:�$�Í���ª�$«À�?�:���G�$�p��«+�N´��ª�����ª¯\� ���ª�+�
�:�$«:�Í�e������� ���ª���Y�

∂W v

∂Ė
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Ĩ2 = I2J

− 4
3
�B¥��$�À�p���+�����ª�

¯!�+���G�Í���ª�+���\�+�����%�?�$�� \�ª�&�(�¼�~´$��¬!�G���G�Í�e�(�T¯!�p���+�.�G�:���������+�ª�Í��� �  \���������$�£�G�:��´$�����ª�:�$�
�G�$���$�����$«F���G�:�����p�p�½�?�:���D�$��� ���ª�+�H�+�£���$�z¯$���:¡$�ª�p� � �³�©� ���$� ���$�G���~�+�~�p�¨�\�+�$���<�+�
�G�:�%¯\�©���ª¡$���ª���(�b�+��´~�������K=��������G�$�p�R.©�$��� ���$�G���G�����©�6���������:�ª�����ª�:�f�?�:� ���$���©�����T�G�ª�©���p´
¡!�:���$´\�+���Ö�©�+�ª����¯$���:¡��ª�G�¢��¦��p�G�:��´ #$���f¡&�£�+´$�%�ª�����ª¡��ª� �©�½�G���©������� ¯&�+���p�������+�!�D�$���
 $�D�e����� �6=�¯&�G���ª�%�G�Í�¨�+�Æ�������G��� �)�������+�ª�Î�p�$���+�G�p� Õ\�:���ª�8�e�ª��« � ²Í� �¼�+�$´ � ²:± ���¼�½�$�8�+�
�Ö�+���$���~�$���G´¸���$���(�Æ�~�?�:���ª�8�e�ª�$«b�G�ª�+�����ª���������+���¸�G�$�p��«+�À�?���$�p���ª�:�$�

W e = κ1(Ĩ1 − 3) + κ2(Ĩ2 − 3)
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η(Ĩ1−3) − 1)−

κ3η

2
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σ
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σ = −pJC−1 + σe
p(E) + σv

p(E, Ė) + σ1D n⊗ n
���n�J
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#
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p(E)
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σv
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(F )
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F
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ρÿ −
´����

(F . σ) = 0

σ = −pJC−1 + σp(E, Ė) + σ1D n⊗ n
σ1D = σc

1+εs
= σs

1+εc

τ̇c = kcε̇c − (α|ε̇c|+ |u|)τc + σ0|u|+
k̇c = −(α|ε̇c|+ |u|)kc + k0|u|+
σc = d(εc)(τc + kcξ0) + µcε̇c

σs = Es[(ε1D − εc)/(1 + εc)]
ε1D =

∑

i,j Eijninj.

���8² 
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Á=�����

Pv
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���$�£¯$���p���������l�ª�À�����b� �������$� #T���$�£� >��G������:�½���p�G�$���

�e�$�G�
Pv ≥ Par

�e�$�G���<�+�e���$�£�%�������+�&�+�©���:���+¯!�p�$� �e���G�
Pv ≤ Pat

#\���p�lÕ.�ª«$�\Ã?�	���
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¯$���:¡��ª�G� ���8² 
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ρÿ −
´����

(F . σ) = 0
�	�<¤I


�����©�����ª�%�
t
#

Γ(t) ´$�G�$�©���G�������¢���$���4�©�G�¢�+�����$�¢�+�G�Í�����ª�p�$���+�f�G�<�����(�F�+�$´ Λ(t) �����
�ª�Í���p���ª�+�¼���$�p�B���$���:�:���$�~�

V (t) �©�.�G�+�¨�B�+�G�Í�����ª�G�����ª��´$� \�$�p´ ¡Í�

V (t) =

∫

Λ(t)

dV
���n°J


�+�$´¢�$�����$«f���$�	; �������:«:���+´$��ÂT�L���$�G�+���G� �����G�+�~�p�

V (t) =
1

3

∫

Γ(t)

xin
(t)
i

´
Γ(t) ���8Ä 


�e�$�G���
x = X + y

�©�������$� �©�p���$�+�#�G�T�:��´$���\�©���G�Æ�+�$´
n(t) ¯&�:�������Æ�+���I�+�6���$���<�<�T���(�:�

� �����$« ���n°J
6#$�:���l�G�+�¸�e�������

V̇ (t) =

∫

Γ(t)

ẏin
(t)
i

´
Γ(t) = D(ẏ)

�+�$´¢´$�$�����$«��ª���n�+�:�ª���~�������� ¯$�\�©���G��##¯$���:¡��ª�G� ���<¤ 
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ρÿ −
´$���

(F . σ) = 0

(F.σ).n = −Pv n
�:�

Γ(t)

V̇ (t) = D(y, ẏ) = 0

���nÃ 


Pv
¡!�p�ª�$«½���$� �h�©«:���+��«:���D�$�����ª¯$���ª�p���+�Æ���$�f�+�:�ª�$�%�f�G�+�$���p���©�©�����:� � �¶�+�

V̇ (t) = 0
�

ÅÆ� �p�:�Í�����©���%´$�$���ª�$« ���$�½� >��p�p���ª�:�F�+�$´ ���$�À \���ª�ª��« #.�����½¡!�:���$´\�+��� �G�+�$´$�����ª�:���+�
¯$���:¡��ª�G� ���<¤I
¼�G�+�¸¡!���e���������G�¸�ª�½���$���?�:���

{

(F.σ).n = −Pv n
�:�

Γ(t)

Pv = Pext

���8± 


�<²



�e�����
Pext
�)���\�+���

Par
�:�

Pat
��·��$����� ���$�~�p�����<�+�Í�p�:�$����´$�G���©�����:�$�������Æ�����8�:�:���$�%�p�����ª�

�G�������p���ª�+�����nÃR�(¡�
¼�©�$´N���nÃR�(�R
��ª�¼�����+�$���?�:���%�G´½���Í���f�D¯&�G�\�©�ª�ªØG�©�����:�Ö¯����:¡$���G�Ê�$�$´$�p�
���$���?�:���

{

(F .σ) . n = −Pv
�:�

Γ(t)

Pv = λV̇ (t)

�e�����
λ � 1

�zÁ=�$�p�Î�~�T´$�p�ª�ª��« � �G�+��´����+�~�p�T�G���J#������À�ª�Í���p���+������:��¡&�p�(�Æ�G�p�F���$�
¡$�ª�T��´£�©�$´l���$���ª�Í�����<�:�G�Í�����ª�p�$���©���<�<�T�������G���p�:�����G��¯&�:�$´��ª�$«����e�����������$�ª���ª¡$���ª�$�=�)���\�?�
���ª�+�

(F .σ) . n = −Pv n
�ª� ���nÃ 
 �©�$´ �	�8± 
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¯$���p���������

Pv
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Vv
�
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d
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F
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S1
�+�$´

S2
���$�G�

d = 0
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F = 0
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d
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Õ.�ª«+�$���£Ä ��»¼�+�����+�p� ¡&�p�(�Æ�G�p� �(�¼�%���+�ª�ª´��G�
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Q = −V̇
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Q ≥ 0
�e�$�p�

Pv = Par
�4� >��G����ª�+��


Q = 0
�e�$�p�

Pat < Pv < Par
�4�����8�:�:� � ¯$�\�+���G� 


Q ≤ 0
�e�$�p�

Pv = Pat
�Y \�ª���ª�$« 


.
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���©���ª���Y� �����À�G�:��´$�����ª�:� dQ

dPv
≥ 0
�zÁ �½�G�:�����ª´��G�D´$�����ª��« ���$�Ö� >��G������:� #������À¡$�ª�T�T´

/\�8���ª��¯$���:¯&�:�����ª�+�\�+�1���À�����f´$��¬!�G���G�$�p�f�+��¯$���p���������
Pv − Par

�4���G� � �©± � 
��ª�<�©´$�ª�$«
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Q ≈ Kar(Pv − Par)
� �+º 


�e�����
Kar = πR2

ρc

#
R
¡!�p�ª�$«Ö���$�D���+´$�ª�����+� �©�+���:�J#

ρ
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c
���$�

�:�G�����p���(���+�e�I�<�:�¸¯$���:¯\�+«:�©�����:�L�N' �p���©���ª�:� � �+º 
£�e���������p�Î�$�$´$�p�����$�À�?�:���
Pv ≈

Par + Q

Kar
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Q ≈ Kat(Pv − Pat)
���

���$�£���p«:�$�ª�+����ØG�G´½�+�G�����ª�:�¢�+� ���8µ 
¼�ª�






Q = el1(Pv−Par) − el2(Pat−Pv) �e�$�p� Pat − δ1 ≤ Pv ≤ Par + δ0

Q = Kar(Pv − Par) + Q0
�e�$�p�

Pv ≥ Par + δ0

Q = Kat(Pv − Pat) + Q1
�e�$�p�

Pv ≤ Pat − δ1

� ���?
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Q0
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Q1
�p�$���$���

Q
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(δ0, δ1)
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�ª�B�
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ρÿ −
´$���

(F . σ) = 0

σ = σ1D n⊗ n + Ep(ε)
σ1D = σc

1+εs
= σs

1+εc

τ̇c = kcε̇c − (α|ε̇c|+ |u|)τc + σ0|u|+
k̇c = −(α|ε̇c|+ |u|)kc + k0|u|+
σc = d(εc)(τc + kcξ0) + µcε̇c

σs = Es[(ε1D − εc)/(1 + εc)]
ε1D =

∑

i,j Eijninj

−V̇lv = f(Plv, Pao, Pat,l)

−V̇rv = f(Prv, Pap, Pat,r)

Ṗao = W (Pao, Plv, Psv, Pat,l)

Ṗap = W (Pap, Prv, Psv, Pat,r)

Ṗat,l = 0

Ṗat,r = 0

Ṗsv = 0.
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�1��Ö���%´��G�$�+���B¡Í�
Ω(t) ���$�¸´$�:�~�+�ª� �T�G�p�$¯$�ª�p´H¡Í�Î���$�¸�$�<�+���~���ª�����$�¢�©�������~� t

#
¡��

Γ(t) = Γ
(t)
P ∪ Γ

(t)
O

�4���p�ÐÕ.�ª«����n�R�(¡�
f���$�N���$���4�+�p�N�+�£���$�z�+�G�Í�����ª�p�$���+�Ö�<�<�T���(� #
¡��

V (t) � ���$���¨�+¡��ª�¢��¯\�+�p�z�+�£�©´$�~�������ª¡$���¢´��ª��¯����+�p�G�%�G�Í���~�+�$´ ¡Í� V0
���$�B��¯\�+�p�

�+� ´$����¯$�ª�+�G�p�~�p�Í�%���G���~�?�$���p�����:�$��#Æ��	� � ± � �HÈ(�F���$�¸�p�:�Í���6=T�Ö�+�����+�¨�©� �h�©«:���+��«:���+�
�?�:���D�����©���ª�:� #������l�8�+�G���©�ª��´��T�\�+�%�ª���)���$�ª���ª¡$���ª�$� �+�$´½�©�+���:�£�)���\�©���ª�:��� ���<�+´

∫

Ω(0)

ρÿ(t) · v
´
Ω(0) +

∫

Ω(0)

SijδEij

´
Ω(0) +

∫

Γ(0)

P (t)
v F−1

ki n
(0)
k vi

´
Γ(0) = 0 ∀v ∈ V0 ,

� �:° 


−V̇ (t) = f(P (t)
v , P (t)

ar , P
(t)
at ) = 0 ,

� �+Ä 


�e�$�G���
δEij(y; v) = 1

2
(vi,j +vj,i +yk,ivk,j +yk,jvk,i)

�+�$´
F−1

ij

�+�����p�:�~¯&�:�$�p�Í�����+�
F−1 � � �+�������\�©�

Pv
#$�����b¯$���G�����$���§�ª�¢�<�©�¨� �$�G�+���e�:�p�Í�������G���b���������G�+���©���G�:�$���¨�+�Í�G�

Á��I�$�8�+�e�+�ª��� �+¯�¯$��� =��ª�~�©���p´
V̇

#©���$�¼�+�:�ª���~�Æ�+�\�<�©�¨���+�G�Í�����ª�p�ª�¼´��p \�$�p´��ª� � �:� 
�¡��
(V (t) − V (t−1))/∆t
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V (t) =
1

3

∫

Γ(t)

xin
(t)
i

´
Γ(t) =

1

3

∫

Γ(0)

δijF
−1
ki n

(0)
k xj

´
Γ(0) ,

� �:Ã 


�e�$�G���
x = X + y

�+�������$�£�$¯!´$�©���p´B�p���:��´$�ª�$�©���p�G�

�+�



¥��$�§´$��?�:���~�©���ª�:�¸¯$���:¡$�ª�p� �ª�e�G�+�~¯$���p���G´¢¡��¢¯$���:¯&�G� �ª�$�������©�L�+�$´B¡!�+�$�$´\�+���¸�G�:���
´$�����ª�:�$�Æ�+��´$�G���G���ª¡&�G´½�ª�~¯\�+���+«:���©¯$�$�¼���®Ä+#$���®°b�©�$´¸���®Ã��.Á ���$���J#T�?�:�Æ�K=��+�~¯��ª�J#������
�+�����$�~¯����ª�+�¢�©�M���$�£���¨� ���ª�������$�ª���ª¡$���ª�$� �©�������l���$�������+�#�����~�©�

2 ��� � 
���� �����¹� � ���6�V��
	�T�!"$�6��
��6����
	���

¥��$�¼���T���ª�ª��¡$�����$� �����\�©�����:� � �:° 
L�ª�����ª�%�6�(´��ª���p������ªØp�G´l�$�����$«e���$� � �p�e�~�+��Â����¨�$�p�~�©�
; ���$�G� �)���\� ���ª�+�$� �e�����¸�����~�£��� ���G� �4�©�³«�� � ± 
 
��+���£´$�����G���p���ªØG�p´ �$���ª�$«Ö�%�%�ª´��(¯&�:�ª�Í�
���¨�$�p�~�l� �¶�+�

(·)n+ 1
2 ≈ ((·)n + (·)n+1)/2

˙(·)
n+ 1

2 ≈ ((·)n+1 − (·)n)/∆t.¥��$�ª�¸�ª�G�+´$�½��� ����� ���:�$�ª���$�<�©�½¯$���:¡��ª�G� �ª�
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#
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Pv
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g
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g := σc − σs

1 + εc

1 + εs

= 0
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h
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Pao
�©�$´

Pap
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(y, εc,P)T
�e�$�G���

P = (Pv,Pao,Pap)
T
�ª�£�$�8���¸�+�G�p���:�£�+�I¯����G�����$���%�©�+�����+¡��ª�G�£�©�$´

Π3
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P = (Pv,Pao)
T
�©�$´

Ṗap = 0
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K22 := ∂g

∂εc
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εc
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Π3 := ∂h

∂Pv
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Π1Π3
−1Π2
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K11
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���G���G�£�¼�l���:���:�
(

K11 −K12K22
−1K21 Π1

Π2 Π3
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∆y

∆Pv

)

=

(

f −K12K22
−1g

h
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∆εc = K22
−1(g −K21∆y) .
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y ← y − ∆y
#

εc ← εc − ∆εc

#
Pv ← Pv −∆Pv

�

2 ��2 � 
���� ��
	���&"$�6��
��6����
����Ç���~����� � 
	���������T�T�������������

Õ#���������G� �ª�p�
Q(t) ¡&�£�ª´$�p������ \�p´¢�e����� f(P

(t)
v , P

(t)
at , P

(t)
ar )
�¼¥��$�p� �?�:�e�<�©�¨�B�:�p�Í�������G���

�¼�l�$���

−V̇ (t+∆t

2
) ≈ −

V (t+∆t) − V (t)

∆t
= Q(t+∆t

2
) ≈

Q(t+∆t) + Q(t)

2
,

�ª�<�©´$�ª�$«D���f���$�� \����� �)���\�©���ª�:�¸����¡&�£���©���ª�� $�G´ �

V (t+∆t) − V (t) +
∆t

2
(Q(t+∆t) + Q(t)) = 0 .
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Q̇(t+∆t

2
) ≈

Q(t+∆t) −Q(t)

∆t
, Ṗ

(t+∆t

2
)

ar ≈
P

(t+∆t)
ar − P

(t)
ar

∆t
,

�e�$�ª�¨�¢�ª�G�+´$�����

P (t+∆t)
ar − P (t)

ar +
∆t

C

(

1
2
(P

(t+∆t)
ar + P

(t)
ar )− Psv

Rp

−

(

(1 +
Rc

Rp

)|
Q(t+∆t) + Q(t)

2
|+ +

CRc

∆t
(|Q(t+∆t)|+ − |Q

(t)|+)

))

= 0 .
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t = t0
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Par = 70

�%��� « �+�$´b�����$�
Q(0) = 0
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